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Prefacio

El presente libro de «Problemas y ejercicios de andlisis matema-
tico» se destina a los alumnos de ingenieria que estudian el andlisis
matematico, de acuerdo con los programas correspondientes, en es-
cuelas técnicas superiores.

Contiene diversos ejercicios que en su mayor parte tienen por
objeto controlar y profundizar el nivel de conocimientos que hayan
adguirido los alumnos en el anélisis matemdtico. En el manual no
se dan explicaciones tedricas ni férmulas. Se estima que el lector las
encontrard en cualquier manual de andlisis matemético. Para un
conjunto de problemas y ejercicios andlogos por su contenido se dan
indicaciones instructivas, comunes para ellos.

Los problemas y ejercicios para cuya solucién es necesario cono-
cer las leyes de fisica van precedidos de la correspondiente informa-
cién. En los més dificiles (sefialados por un asterisco {*]) se dan suge-
rencias para su solucidn, que aparecen en la parte de «Respuestas a
los ejerciciosn.

Esta es la traducci6n al espafiol de una de las (ltimas variantes
del manual escrite por los siguientes autores:

I. G. Aramanévich, G. N. Berman, A. F. Bermant,
B. A. Kordemski, R. I. Pozoiski, M. G. Shestopal.

B. A. Kordemshi
11 de septiembre de 1976
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Capitulo I

Funeién

§ 1. Nociones elementales sobre
la funcién
Funciones y formas de su expresién

1. La suma de los dngulos intericres de un poligono convexo
plano es funeién del niimero de sus lados. Expresar analfticamente
esta funcién. ¢Qué valores puede tomar el argumento?

2. La funcién y de z esta dada en la siguiente tabla:

Variable independiente 2 0 0,5 1 151 2 3
Funeibn v « « « « « 4 o & —1,5]| ~—1 0 320280
Variable independiente = 4 5 B 7 8 9 10
Fupcibn i + -+ . . .« . —1,8(—2.8] o | 4,4) 1,4 1,0 | 2,4

Construir su gréfica, uniendo los puntos con una linea 4suaven.
Signiendo la gréafica y determinando los valores de la funcién para
z = 2,5; 3,5; 4,5 5,5 6,5; 7,5; 8,5; 9,5, hacer la tabla ¢més com-
pletas.

3. La funcién viene expresada por la gréfica representada en la
fig. 1. Pasar el dibujo al papel milimetrado, elegir la escala y unos

N

¥

Fie, 1
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cuantos valores de la variable independiente. Después de leer en el
dibujo- los valores de la funcién, corresgondientes a los valores ele-
gidos de la variable independiente, formar'la tabla de dichos valores.
4. La funcién viene dada por la grafica representada en la fig. 2.
Ateniéndose a la grafica contestar a las siguientes preguntas:

&
&
5l
4|
J
2
/
|

N2 74 5 f§7 x

Tig. 2

a) ¢Qué valores de la variable independiente hacen que la funcién
se anule?

b) ¢Cuiles deben ser los valores de la variable mdepaudlente para
que la funcibén-sea positiva?

¢) ¢Cudles deben ser los valores de la variable independiente para
que la funcidén sea nagativa?

5. La férmula de la ley de Coulombh expresa la relacién de depen-
dencia que existo entre la fuerza F de interaccién de dos cargas eléc-
tricas e, ¥ e, pnr una parte, y Ja distancia r que media entre ellas,
por otra:

B s
F- g-r2

Poniendo =, =1ys=1 formar la tabla de los valores de la
funcién dada para =193 , 10 y-construir su grafiea u.mendo
1os puntos con una linea suaves. :

6. Escribir la funcién que exprese la dependenma entre el rad:o r
de un cilindro y su altura % siendo el volumen-dado V = 1. Ca]cular
los valores de r, teniendo % los siguicntes valores: 0,5; 1; 1,5 2;
2.5; 3; 3.5; 4 -’-’n,ﬁ 5. Construir la grafica de la funcidn.

7. Dxprc«dr el drea de un trapecio isbsceles de bases a y & como
funcién del dngulo o de base a.” Construir la grafica de la funcién
para ¢ =2, b=1.

8. Expresar la dependencia cntre 14 longitud b de un cateto de un
tridngulo rectingulo y la longitud.a de otro cateto, siendo la hipo-
tenusa constante e ignal a ¢ = 5. Construir la grafica de esta funcidn.



§ 1. Nociones:elementales sobre la funcién 1

9 “Dadas las funcmnes“
z—2° —21
) t@=Sg B e@= ot

halar: £(0); 7(10;1% F(=2: £ (=) 51 VD] (5) |5 w0

P(1); (2); 9(—2); §(4). {Existen f(—i}, e (—17
. 10. Dada la funcién f (1) —*.u = 1, hallar ¥ (1); f{a) fla+ 1);
f(a — 1); 2/ (2a). :
; Dadas- las- f'uncwnes F (z} — 9y gz) = 942 pailar
F(U) F(2)‘ F(3) F (—1); F (2,5); F (—1, -J} ¥ ¢ (0); @ (2); @ (—1);
P (:c)- @ (=1) 5 F (1).
Dada la funcidn 1]1(1) = ¢-af, hallar P {0); b (1); $ (—1);

*P( ) P (@) ¥ (—a).

A% () =+ 1. Hallar () ¥y e (N1

4. F (z) = :::4 — 222 4+ 5. Demostrar’ que F (a) = F (—a).

15. @ (z) = 2* — 5z. Demostrar que ;@ (—z) = — @ (3).

16. f(:)=2zz+,—22+—+ 5t. Demonstrar qué f(r.;=f(-§-).

17. f (x) = sen x — cos x. Demostrar que f (1) >

11!? P (z) = lg «. Demostrar que P (z) 4 ¢ (z + ) = [z (z +
e

19. F (3) = a®. 1) Demostrar que para cualquier valor de z es
vilida la siguiente relacién

F (=2l (z2} —1=0,

2) Demostrar quae
F@)F @) =F(@+y
20. Dados la grafica de la funcidn y = f (x) y los valores a ¥
b de la variable independiente x (véase 1.:! fig. 3), construir f (a)

¥,

Fig. 3

v { (b) en el dibujo. {Cudl es la interpretacién guoméirica de la rela-
cion
{(b)—f(a)y
b—a =
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21. Mostrar que si cualquier cuerda de la gréifica de la funcién
y = f (x) estd por encima del arco que aquélla subtiende, se verifica
la desigualdad

f{za)+f () -+
E2) L a >}'(1*233)

para todas las z, 5% z,.

22. Dada la funcién f(x) = «® — 2z + 3, hallar todas las raices
de la ecuacibn a) f(z) = f(0); b) f (z) = f(=1).

23. Dada la funcién f (z) = 22% — 52% — 23z, hallar todas las
raices de la ecuacién f (z) = f (—2).

24. Dada la funcién f (), hallar por lo menos una raiz de la ecua-
cién f{z) = f(a).

25. Seiialar dos raices de la ecuacidn f (x) = f (-2-'5_#{:) , 5i es sabido

que la funcién f (z) est& definida en el intervalo [—5, 5]. Hallar
todas las raices de la ecuacion dada siendo f (z) = &* — 12z + 3.
26. F (z) = 2® 4 6; ¢ (2) = 5z. Hallar todas las rafces de la
ecuacion F (z) = | ¢ (=) |. )
27. f(z) =2+ 1, @(z) =z — 2. Resolver la ecuacién

1@ +e@|=if@)]1+|e@ ]

28. Hallar los valores de a y b en la expresién de la funcién f (z) =
= az® 4 bz <+ 5 para los cuales sea vélida la identidad f (z + 1) —
— f(z) =8z + 3. .

29. Sea f (x) = a-cas:(bz + ). {Cuéles deben ser 1os valores de las
constantes a, & y ¢ para que se cumpla la identidad f(z -+ 1) —
— f (x) = sen &? d

Funciones compuestas

30. y =12 z =2+ 1. Expresar y como funcién de z.

N.oy=V2+1,z=1tgtx Expresar y como funcién de z.

32.y=1* 2=}z + 1, 2 = ¢'. Expresar y como funcién de ¢.

33. y=sena; v=1gy u=V1F v Expresar u como fun-
cibn de z. =

3 y=1+ 2 2=cosy; v =11 —2z, Expresar v como fun-
cién de .

35. Presentar en forma de cadenas formadas a base de las prin-
cipales funciones elementales las siguientes funciones compuestas:

Hy=sen’z; 2 y=3/ T+ )% 3) y=lgtgx

4) ¥ ='san? (23 o+ _ﬂ); 5) y = 5(_3?—?-1)1_- E

36. f(z) =2 —2; @ (z) =sen 2z. Hallar:

O i[e(fH)]s Dol o @
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d) fle@h e fF@L OO}

g) ¢ [o ()] N - s

37. Demostrar que es vilida la siguiente forma de construir la
grafica de la funcién compuesta y = f [¢ (z)] = F (z), valiéndose
de las graficas conocidas- d¢ las funciones componentes: y = f '[zl),
y.==@ (z). Del punto 4 de la grifica de la funcién ¢ (z) (véase la
fig. 4), el cual corresponde al valor dado de la variable independiente

s N
e n /.
o ,
N
8
o
B A
y
o T 3
N
Fig. 4

z, se traza una recta paralela al eje Ox hasta que se corte en el punto B
con la bisectriz de los dngulos coordenados primero y tercero. Del
punto B se traza una recta paralela al eje Oy hasta que se corte con
la grafica de la funcién f (z) en el punto €. Si del punto C se traza
una recta paralela al eje Oz, el punto D de su interseccién con la
recta NN’ serd el de la grifica de la funcién F (z) correspondiente al
valor tomado de =.

Funciones implicitas

-38. Escribir en forma explicita la funcién y dada en forma im-
plicita mediante la siguiente ecuacidn:

)y =1 D S - =1;
3) 2 + y* = a¥; 4) 2y = C; 5) 2% = 5;

6)lgatlgy+1D=TN2% (@@ -2 =247,

8) 1 +a)jcosy —z*=0. )

'39%., Mostrar que para z >0 la ecuacién y -+ |y | —2z —
— | 2| = 0 determina la funcién cuya grafica serd la bisectriz del
primer angulo coordenado, mientras que para x < O son las coor-
denadas de todos los puntos del tercer ingulo coordenado (incluidos
sus puntos frontera) las que satisfacen a la ecuacién dada.
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§ 2. Pro;hedades ‘mas elementales'
de lasi funcmnes

I
Dominio d'e (iefzmc;drz de la fzm.-:mn
40. Formar h tabla de- los va]ores de- la funm(m de argumento
entero Y= — pard 1<z<<B. i

41. El valor de la funqn()n de arg"umentn entero u = ¢ (n) es
igual a la cantidad de nimeros primos no mayores que n. Formar
la tabla de los valores de'n para 1 << »n <€ 20.

42. El valor de la ffunmon de’ arguniento entero u m—f{n) es
igual al niimero de divisores enteros del argumento distintos de 1
y de la misma n. Formar la tab]a de; Ios valores de w para 1<
< n << 20. s

43. La figura 5 preaqnt.a upa «barran formada por tres segmentos
cuyas longitudes son zguales s 2 tl upldad de longitud, y el peso

Fig. 5

es igual a 2; 3 1 unidades “de_ peso, réspectivamente. El peso del
segmento AM cuya longitud es igual a z; es funeidn de z. {Para gué
valores de z estd definida: esta funeién? Presentar su forma analitica
v construir su graflca
44, Una torre tiene la siguiente forma: Un cono circular recto
truncado cuyos radios de base son 2R (inferior) y R (superior) y
euya altura es R, sostiene un ciliridro. de radio R y de altura 2R.
Este (ltimo sostiene, a su vez, una semiesfera de radio R. Expresar
el 4rea S'de la secéién zransversal dexla torre como funcidén.de la
distancia 2 que media entre la .seceién v 1a base mfenor del cono;
Construir la grafica de la funcién S- =
Una esfera de radio A lleéva inserito un cilindro. Hallar la
dependencia funcional-entro el volumen V'del cilindro y su altura z.
Indicar el dominio de.definicién de esta funcién. ~
46. Una esfera de radio R lleva inscrito un cono recto. Hallar Ja
dependencia funcional entre el drea de la superficie f'&teral S del
cono y su genorabnz . Indmnr el dominio de definicién de esta fun-
‘¢idn,
~ En los ejercieios 47—48 hallar. los domxmos de definicién. de la,é
funciones .que se indican:
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A7 1) y=1—lga; 2) y=lg@@+3); 3) y=V5=2m
4 y=V "=pz (p>0); 5) y==r: 0 y—'xg_,_i ;
7) y’_ 8) y= 32“,3:+z ) g) y-i—Vi-"
10) y= VT_ 1) y=V 2= éx_+3
12) y= V"-’z ,_]'1_2 1)y arcsené,.
14) y=arcsen (a:— 2); 19) ya-arccos (1 —2z);
16) y—.arccos 0 A7) y—arcsen]/f-
1
= 11— = e— 20 =
18) y=V T—[=}f Ixt- 19) y ik )y
21) y= ylﬂ“"“y
22) y=lgsenz; 23} y—arccosz+sm:
24) y—]ogIQ
8. 1)y lgu Ta=g tVETE 2 = =V B—z+arcsen2Z;

3) y=arcsen T‘a—]g(é—-x);

4y y=Vz+ 'V_—i_-g-lg(%—?ﬁ'
5) y= Vx—-—i-|-2V1—x+V:3+i
8) y=q—z+lg (@ —a)

7) yé-lgsen(.r——lﬁ)—}—ViG—:cz:
8) y= VuTn?c+V 6—a%

9 y-_ Veenz /sen L
10) y=‘ﬁm—v 20
7‘-—2 f—z
Y=k x+2+1/1ft+x
12) y= —VZ—83z+2 3x+2+7'm-2_"

W

13) y=(a2+z+1) "3, 10) y= Ig (VT =44V E=3)

15) y=lg (1 — Ig (z*— 5z +16)].
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49. {Son idénticas las funciones
2
D@ =% 7 0@ =15; 2 f@ =2y o@@)=z;

1
3 f@=zy o@)=Va% 4) f(2)=1gz* v ¢(2)=2]ga?
50. Pensar un ejemplo de la funcién dada en forma analitica:

1) definida sélo.en el intervalo — 2 < z << 2;
2) definida s6lo en el intervalo — 2<:;< 2 y no definida

para z = 0;
3) daflmda para todos los valores reales de z, a excepcién dex=
=2x=8zm4

51, Hallar los do;:uinms de definicién de las ramas univocas de la
funcién y = @ (z) dada mediante la ecuacién:
Nyt —1floga(z—1)=0; 2) y* — 2z® - 2 — 2z = 0.

Caracteristicas del comportamiento de funciones

52, f (2)= = indicar el dominio de definicién de la funcién

fz)y mostrar que dicha funcién es no negativa.

53. Hallar los intervalos de signos constantes y las raices de la
funcién:

Y y=32—06;2) y =25z 6 3) y =2

4) ye=2b — 32 - 2 5) y = | z |.

54. {Qué funciones de las que se dan a continuacién son pares,
impares y qué funciones no son pares ni impares?

Dy=za"—2% 2 y=2x—2% 3) y =cosa; 4) y =25

5) y-mm—%-{-% 6) y==senz; 7) y==senz—cosz;
8) y=1—2% 9) y=tgz; 10} y=2"%
1) y= ZTEZ; 12) y=L2F0,; 13) y= ;
1
) y=54 19) y= S5
£ S 1=z
16) y=2=='; 17) y=InzT.
55. Presentar cada una de las slgmentes funciones como suma
de una funcién par y otra impar:
Hy=a"43z+4+2; 2 yc:-:i—-—zs—-x‘.-—?_z:ﬁl
8) y = sen 2w + cosi+ tg .
56. Demostrar que. f(..«:) 4 f (—=z) es una “funcién. par y que
f(z) — f (~x) es una funcién impar.
57. Presentar las siguientes funciones como suma de una funcién

par vy otra tmpar -
Hy=20a5y=(01+ Z)1° (véase el e]ercwlo 56).
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58. Demostrar. que el producto de dos funciones pares es una
fincién par, el de dos impares es'una funcién par y el de una par y
otra impar es una impar. @ .

59. ¢Qué funciones delas que se dan a continuacién son periédicas?

1) y =senz; 2) y=senz% 3) y =ax-cosz;

4)-y == sen é 19) y=1-+tgz; 6)y=>5

Ny =lzl; 8 y=2w—Izl
(La funcién [z] se define asi: i # €5 un nGmero entero, entonces
[z} ="z. Si z'rio es nimefo entero, [z] es igual al nimero entero méa-
ximo’menor que z: 'Asf, ‘se tiene [2] = 2; [3, 25] = 3; [—1,37] =

;. +60. Construir la grifica de una funcién periédica tal qie su perio-
do sea T = 1 y que en su intervalo semiabierto [0, 1) sea dada me-~
diante la férmula: :
T y =4 2) y=ad : ; ' .

'61. Indicar los: intervalos de crecimiento y decrecimiento y los
intervalos en que las funciones son constantes

Hy=jzl2y=|z|=uc |

62. Indicar los valores méximo y minimo de las funciones

1) y=sen®z; 2) y =cosa®; 3) y =1 —sena; 4) y =2,

63. Mediante la adici6n de gréficas construir la gréfica de la
funcién y = f (2) + ¢ (2):

1) para las gréficas presentadas en la fig. 6;

2) para las grificas presentadas en la fig. 7.

y

¥
y=plx) .
V4 i yer@

Y=gz

& 3 a 0

7 s

Fig. 6 Fig. 7

64. Conociendo la grifica de la funcién y = f (z) construir la
‘gréfica de la funcidn: '

Dy=11@EDy=5l1@|+1@k
Py =gUf@1—7@N

2—0178
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§ 3. Funciones mds simples
Funcién lineal

65. Sean la intensidad de corriente I = 0,8 A y la tensién E =
= 2,4V, Aplicando 1a léy de Ohm, expresat analiticamente la de-
pendencia entre la intensidad de corriente y la-tension. Construir
la gréfica de la funcin hallada.

66. Un vaso de forma cualguiera contiene un lignido. A la pro-
fundidad h = 25,3 em la presién del liquido es p = 18,4 gf/em®.

a) Formar la funcién que exprese la dependencia entre la presitn
v la profundidad;

b) determinar la presi6n a la profundidad de 2 = 14,5 em;

¢) ¢a qué profundidad la presién resultard igual a 26,5 gflem??

67. Un cuerpo efectiia movimiento rectilineo bhajo la accién de
la fuerza F.-Partiendo do la ley de Newton escribir la funeibn que
exprese la dependencia-entre la fuerza F y la aceleracién w, si se
sabe que cuandoe el cuerpo se mueve experimentando una acelera-
cién de 12 m/s?, en su trayecto s = 15 m se realiza un trabajoigual
a A = 32 julios.

68. Determinar la funcién lineal y = az 4~ b valiéndose de
los siguientes datos:

1) xly 2y = |y 3 x|y
0|4 2 4,3 2,5(7,2
3|6 —1,610 3,216,8

69. Ciorta cantidad de gas ocupd el volumen de 107 cm® ala tem-
peratura 20° C; para una temperatura jgual a 40° G el volumen llegd
a sor igual a 114 cm®.

a) Aplicando,la ley de Gay-Lussac formar la funcién que exprese
la dependencia enire el volumen V del gas y la temperatura i.

. b). {Cuél seffa’ el volumen a 0°C? - _

70" Al .comenzar un punto su movimiento uniforme a lo largo
de una recta, al cabo de 12 s aleanza un punto que dista 32,7 em
de un cierto punto de dicha recta, mientras. que al cabo dé"20 s la
distancia llegd a ser igual a -+43,4 cm. Expresar la distancia s como
funcién del tiempo ¢. : i

71. Bn un citeuito la tensién va disminuyendo“uniformemente
{(de acuerdo con Ja ley lineal). Al comiénzo-del experimento la .ten-
sién era igual'a 12 V y al final ‘del mismo experimento; que durd
8 s, la tensién descendié hasta 8,4 V. Expresar la tension V como
funcién del tiempo ¢y construir la grafica de esta funcién.

72, Hallar el incremento de la funcién lineal y = 2z —7 -l
pasar la variable independiente z del valor#, = 3 al dez,; = 6.



§ 8. Funciones més. simples’ B 19

73: Hallar el incremento de la funeién lineal y = —3z 41,
correspondiente al incremento de la variable independiente Az = 2.
. 74 La funcién 'y = 2,5z -4 tuvo el incremento Ay = 10.
Hallar el incremento, del argumento. - Bt

. o

75." Dados la funci6n y = —=—2

a ke o : A
e el valor inicial de la variable
independiente z, = a — b, hallar el valor finito z, de-la variable
independieiite z para e} cual el argumento Ay = ;-f_—b '

76. La funcién ¢ (z) viene dada asi: o (x) =-'-é- 42 para— oo <<
<22 @(z) =5~z para 2 < £ < 4oo. Hallar, analitica
¥ gréficamente, las raices de Ja ecuncion ¢ () = 2% — 4. )

- 77. Construir ]a grafiéa de la funecién:

Dy=lz4+tl ) ¢la~1Dy=|afl|~]jz—1]

Hy=le—3|—2{z+4] +2]|z|—z +1.

78*. {Para qué valores de z es vélida la desigualdad

@) +e)<if@]|+le& ]

sifle)=2—3y o) =4—a
79. ¢Para qué valores de z es valida la desigualdad

@ —e@I>1f@ |~ o]

sif(z) =2y () =2~ 20 ;
< 80. La funcidn f («) estd definida asi: en cada uno de los inter-
valos n<Cx << n +1, donde n es un némero entero positive, § (z)

varia linealmente, siendo f (n) = —1, f(rz-l—-%—);ﬂ. Construif la:
grafica de esta funcién.

Funcién cuadrética

. 81. Construir la grafica e indicar los intervalos de crecimiento v
decrecimiento de la funcién:

1)y=%:c“; Dy=2—Yy=|f =1} 4 y=1—a%

y=2"—z 446 y=a—a% N y=|z—a*|;

8) y=22" 4-3;9) y = 22* — 6z 4-4; 10) y = —32® 4 6z — 1;

1)y =|—32* £ 6r—1},12) y=—zlz |.

82. Escribir en forma analitica la funcién univoca definida en
el intervalo {—o0, 6], si se sabe que su grafica consta de los puntos
del eje Ox cuyas abscisas son menores que —3, de los ‘puntos de la
pardbola que es simétrica respecto al eje Oy y quo pasa por los
puittos 4 (=3, 0), B (0, 5), v de los puntos del segmento CD cuyos
extremos son C (3, 0) y D (6, 2). 4

i
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83. Hallar el-valor méximo de la funcién:

) y=—22 45 —1;2) y=—2*— 3z +2;

3) y=5—z% 4) y= —2® Jax — o B) y = alzx — b%2O.

84. Hallar el valor minimo de la funcién:

1) y =z* 44 —2;'2) y=22* — 1,52 +-06; 3) y =

4) y = a’® 40a%°5) y = (ax + D) (az — 2D).

85. Presentar el niimero ¢ como suma de dos sumandos tales que
su producto sea el mayor posible.

86. Presentar el niimero ¢ como suma de dos nimeros tales que
Ja suma de sus cuadrados sea la menor posible.

87. Se debe levantar una valla de madera al lado de un muro de
piedra para cercar un terreno réctangular. La longitud total de dicha
valla es igual a 8 m. ¢Cual debe ser la longitud de la parte de pared
paralela ‘al muro para que la valla abarque la mayor drea posible?

'88. La suma de los lados de un &ngulo dado de un tridngulo es
igual a 100 cm. ¢{Cusnto deben medir los lados para que el drea del
tridngulo sea la mayor posible?

89. ;Cu4l de los cilindros cuyo perimetro dado de la seceidn axial
s igual a P = 100 cm tiene la mayor 4rea lateral?

90. {Cusl de los conos cuyo perimetro de la seccién axial es igual
a P, tiene la mayor drea lateral?

o1, Considersmos un sélido cuya forma es la de un cilindro circu-
lar recto ¥ que tiene colocado encima de é1 un cono (de la misma
base). Bl:4ngulo del vértice del cono es igual a 60°. El perimetro de
la seccién axial es igual a 100 cm. (Cuél debe ser el radio del cilindro
para que su superficie lateral sea la mayor posible?

92, Un trifngulo isosceles de base a y altura h lleva inscrito un
rectingulo de la manera representada en la fig. 8. (Cuél debe ser la
altura del rectingulo para que su superficie sea la mayor posible?

93. Un cono recto dado lleva inscrito un-cilindro de manera que
Yos planos y los centros de las bases circulares del cilindro y del cono
coinciden. ¢Cuél debe ser la relacién de los radios de las bases: del
eilindro y del cono para que la superficie lateral del cilindro sea la
mayor posible? )

Fig. 8
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~

94. Sea .dadoun conorecto circular cuyo radio de base es igual
a R y su altura, A, Lleva inscrito un cilindro do manera que los
planos y los centros de las bases circulares del cono y del cilindro
coinciden. {Cuél-debe ser el radio del cilindro para que la superficie
total del mismo sea Ia mayor posﬁ:le? Considerar los casos / > 2R
yH < 2R. :

95 ¢Cual debe ser al radio de un circulo para que el sector cuyo
perimetro es 1gual a un nimero-dado P tenga la mayor superficie
posible?

96. Una ventana da Ioma rectangular estd rematada en la parte
‘superior por un tridngulo equilétero. El perimetro de la ventana es
igual a P. ¢§Cuél debe ser la hase a del rect&ngnlu para que la ventana
tengala mayor supetficie posible? _

97. Una ventana de forma rectangular estd rematada en la parte
superior por un semicfrculo. ¢Cudl debe ser la base del rectingulo
para que la ventana tenga la mayor superficie siendo el perimetro
igual a 2 m?

98. De un: cartén. de forma. rectangular de dimensiones 30 X
% 50 cm® se deben cortar cuadrados de manera que doblando la hoja
a lo largo de las lineas punteadas (véase la fig. 9) se obtenga una

Fig. 9 Fig. 10

caja de superficie lateral méxima. Hallar el lado de los cuadrados
cortados.

99, Es necesario fabricar un modelo del paralaleplpedo recto de
base cuadrada con un alambre que mide 120 em. ¢Cuénto debe medir
la cara de la base para que la superficie total del paralélepipedo sea
la mayor posible?

100. Se debe cortar un alambre de longitud @ en dos partes. Una
parte estard destinada para hacer un cuadrado, la otra, para un tri-
angulo equilatero. ¢De qué manera debe ser cortado-el alambre para
que la suma de las 4reas de 1as figuras obtenidas sea 14 menor posible?

101. En la recta y = z hallar un punto tal que la suma de los
cuadrados de la-distancia que media entre éste y los puntos (—a, 0),
(e, 0) y (0, b) sea la menor posible.

102. En la recta y = z -f- 2 hallar -un punto tal que la suma de
los cuadrados de la distancia que media entre éste y las rectas 3z —
— 4y +8 =0y 3z — y — 1 = 0 sea la menor posible.
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103. La corriente eléctrica J se distribuye por dos ramas de resis-
“tencias r, yry{véase la fig. 10). Mostrar que laspérdidas menores de
1a energia niecesaria para calentar el conductor enla unidad de tiem-
po corresponden a una distribucién de las corfientes inversamente
proporcional a las resistencias de las ramas: (Partir de la ley: la
cantidad de calor desprendida es Q = 0,24 J*Ri.)

- 104, Trazar la paribolay = z*y, valiéndose de ella, resolver gri-
ficamente las siguientes ecuaciones:

1) *—2—-220=0; 2) 2x"—3o:——5 0; 3) 3,12* —

— 14z 4+ 58 =0;

4) 4?12z +9=0 9) 322 — 8z 47 =0.

105. La funcion ¢ (z) viene dada asi: @ {z)= -%—x——;-para —00<

-::xs;_%; q_)(z) R p'ara 1—;;..<__r< +oco. Analdtica v gra-
ficamente hallar todas las raices reales de la ecuacién [g (2))* =
= Tz 4 25.
106. Seiialar el dominio de definicién de la funcién
= lg (a2 + bz -+ c).
107. Hallar f (z 1), dada la funcién f (z — 1) = 22® — 3z J-1
108*, Mostrar que la funcién f(x)=ﬁ-‘$‘_‘—3‘;'

toma cualquier
valor real si 0<<es<1. !

Funcién homogrdfica

109. Aplicando la ley de Boile y Mariotte, hallar la funcién que
exprese la dependencia entre el volumen del gas y la presién a t =
= ¢onst si es sabido que a la presién 760 mm Hg el volumen del
gas es igual a 2,3 [. Dibujar la grifica de esta funcién.

110, La variable z es inversamente proporcional a y; y es inver-
samente proporcional a z; z, a su vez, es inversamente pmporcmnal
u. éQué dependencia existe entre z-y v?.

111, La variable z es inversamente proporcmnal a.y; yes: d:rec-
tamente proporcional a z, z es directamente proporcional a, ;, que
es a s vez inversamente. p:oporclonal a .. (!,Qué dapendeuc' Lexi
entre z v o? -

112, Durante la electrélisis la canhdad de mstauma que se des-
prende en el electrodo es directamente proporcional a la intensidad
de corriente; ésta es proporcional a la-conductibilidad del electrélito,
esta iltima s proporcional a la. concentracién del electrélito. Dada
cierta cantidad de sustancia, la concentracién es mversamenta pro-
porcional al volumen del salvente £Qué dependencia existe entre la
cantidad de sustancia desprendida en.el électrodo.y-el volumen del
solvente? '
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113. Constrmr la grafica de. la- funcién homogrﬁhca
. ot
1.y x—ﬁ -2). b‘—"—-' 3 y= -;_—755

£—3
A): i P Ok Y=g zx5£

2

114. Siguiendo la gr&ilca hallar los valores méximo ¥ minimo
de la funcién homogréfica en el intervalo indicado:

‘1) y——{i Sk Q=g [——1 2

3) y= 'H-_'x = (0, 41.

115. Demostrar: 1) si las abscisas de los cuatro puntos M, (zy;
C), My (xe; yo), My (zs, ys), My (24 ) de la gréfica de la funcién

¥
M&
/,..'// o
[ N, My My * =
Fig. 11
y-_— (véase la fig, 11) se hallan en la propormén ——— » los tra-

pecios rectilineos M, M, N N, y' M ;M N, N4 son equwalentes,
2) si los puntos M, y M, pertenecen a la grifica de la funcién

ym% (la fig. 12), las .Areas de las figuras A MM A, vy B.M\M.B,
son equivalentes entre si.

& 'H ‘mediante la .

116. Construir la grifica de la funeién'y=
adicion gréfica.
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§ 4. Funcién inversa.

Funciones potencial, exponencial -
y logaritmica

Funcién inversa

117. Hallar la funcién inversa a la dada:
1) y=2 2 y—2x 3) y—i-?m f4) y=2"+1;

23:8)y v = F

@y mjoxﬂ 10) y 1+1g(z+2), 11) y=1log, 2
0% 40
12) ymd+2x' 13) y= lﬁiﬂﬁ"‘i 14) y=-2sen 3z;

15) ymi+239nx;i ; 16) y=4arcsen )/ 1—22.
118. Demostrar que la funcién inversa a la funcién homogréfica

y= :zi = (considerando que ad— bes=0) es también homografica,

5) y=1;

119. (Cuél debe ser la condicién para que la funcién homografica
del ejercicio 118 coincida con su inversa?

120. Mostrar que si f (z) =3/a — 2, z > 0, se tiene f [f (z)] =
= 2. Hallar la funcién inversa a la f (z). .

121. $Cudl es la caracteristica de la grafica de la funcién idéntica
a su inversa? .

122, La funcién y de z viene dada por la ecuacién y* — 1 +
=log, (z — 1) = 0. Hallar el dominio de definicién de la funcién
ada y escribir la funcién inversa a la dada.

123, La funcién y de z viene dada mediante la ecuacion y* +
+sen®z —y 2 =0, Hallar laj funcién inversa a la dada.

Funcién- potencial
124. Construir la graiﬁcé 'de ‘1a funeién:
1) y=.—r’ 2) y-w——z“ 3) y= xa+3:c’
&) y,_zz—z-g-i 5) y=—2"+22—2 6) y= m-
5
7) y-——ﬁ 8) y=2"% 9) y=ab!; 10) Y=t

_11).y:=_§-2:“°-3_;' 12) y=5z2%; 13) y=1—V7z].

125. Hallar gréficamente los valores aproximados de las raices
réales de la ecuacién z-+3=4 Y 2
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126*. Dibujar la pardbola cibica y = z* y utilizarla para resol-
ver: graficamente _las. ecuaciones: - ot
g A= 4=i0; )2 — 82 — 2 43 =0 ;
8y ad k62 492 = h=0; 4) 2* 432 L6z -4 =0,

:127." De acuerdo con 1a condicién dada formar la ecnacidn y resol-
verla graficamente: ) )

1) ¢El cuadrado de qué nimero es-igual al mismo nimero sumado
a su valor inverso? J _

9)' Un globo de madera cuyo radio mide 10 cm y cuya densidad
~ es igual-a 0,8 glem®, flota sobre la superficie’ del agua. Hallar la

altura del segmento hundide., . ° v . j _

3). Un cubo y una pirdmide de base cuadrada, ambos de madera,
pesan juntos 0,8 kgf. La:arista del cubo es igual al lado de la base
de la pirdmide. La altura de la pirdmide mide 45 cm. Hallar la arista
del cubo. El peso especifico de la madera es igual a 0,8 gf/em®,

128. Sea dada la funcién y = z®, z > 0. ¢{Para qué valores de =
psta funci6én tiene valores mayores que los de-la funcién inversa y
para qué valores de z tiene valores menores?

Funciones exponencial e hiperbélicas

v

129. Construir la grafica de la funcién:
1) y= ~2% 2) y=2% 8) y=3-3%

4 y=1—3"% 5) y=(5)'""; 6) y=2".

130. Valiéndose de la gréfica de la funcién y = 2% y sin recurrir
. a otros célculos, construir la grafica de la funcibn:

1 oF 1 55
1) y=2"" 2) y=-5-2% 3) y=3-27 +1.

131, La gréfica de la funcién y = 4* es una linea. Mostrar que
la grifica de la funcién y = k-a* (k> 0) es la misma linea pero
desplazada paralelamente al eje de coordenadas.
i . 132. Mediante la adicién gréfica construir la gréfica de la fun-
eibn: ¢ :
1) y=2 +2% 2) y =2 — 2%
133. Resolver griaficamente la ecuacién 2% — 2z = 0.
134. Construir la figura limitada por las lineas y = 2%, y =

=i—'i" y z = 3. Haller por la grifica y de manera aproximada las

coordenadas de los puntos de interseccién de las lineas indicadas.
- 185, Hallar el mayor valor posible de n para el cual 2% > o"
para todas las z > 100 (n ‘¢s un entero).
. = 136. Demostrar que y = sh x e y = th z son funciones impares,
gaie'ntras y = ch z es una funcién par. {Son estas funciones perié-
icas? g 3 )
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137. Demostrar la validez de las siguientes igualdades:
1) ¢ch'g —sh®z = 1; 2) ch®z -+ sh®z =ch 2% = -
3) 2shz.chz = sh2z; 4) sh(ax £ B) = sha-ch f o= shpcha;
5) ch (@ == B)=cha.chf = sha-shf; 6) 1—thte=——;

~chez?

7) 1—cth’z=

1
shiz *

Funcion logaritmica

138. Construir la gr&fica: de la funcidn:

1) y= —logaz; 2) yﬂlg%: 3) y=|lgzl;

4) y=logslal; 5) y=1+lg(z+2); 6) y=logej1—2z|;

7) y==0a'%"; 8) y=log. 2.

139. Valiéndose de la grafica de la funcién y = lg z, construir la
grafica de la funcién: ;

1. . i, ; z4=1

1) y=7lgle+1); 2) y=2lg ().

140. Sea dada la funcién y =z +lg%. Modiante la adieidn
gréfica construir la grafica de la funcién dada y por la grifica hallar
el valor minimo de dicha funcién en el semiintervalo (0, 2J.

141. Mostrar que la grafica de la funcién y = log, (z + ) 2*+1)
es simétrica respecto al origen de coordenadas. Hallar la' funcién
inversa. _ ;

142, Demostrar que la ordenada de la grafica de la funcién

y = log, = es igual a su correspondiente de la gréfica de la funcién
y = log,» = multiplicada por n,

§ 5. Funciones trigonométricas
'y funciones trigonométricas
‘inversas "

Fur;cion.es trigonoméiricas

143. Indicar la amplitud y el perfodo de la arménica: .
1) y=sen3z; 2) y=>5cos2z; 3) y=4sennz;
4) y=_2.sen‘%; 5) y='sen-—-i;i; 6) y=3sen%-.
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144 Indmar la amphtud ‘ol perfodo, la frecuencia y la fase
uucml de la arménica:

1y y= 2sen(31:+5}, 2} y-p——oos-T!'

3) y=—sen2:t (m-—--—-) ..4} y=sen 2;:3 3

145. Construir.la graf_lc;i de la funcién:
1) y= -‘senz; 2) y=1—senz; 3) y=1—rcosz;
4) ye==sen 2z, 5) y=sen-— 6) y=—2sen =;

7) y=cos2z; 8) y=2sen (m—?);

9) y=2sen (3x+T); 10) y=isen(2mc—‘1.2);

1) y=2+2sen (- +3) 5 12) y=2c0s EF%

13) y=|senal; 14) y=|cosz|; 15) y=|tgz|;

16) ‘y=|ctgz|; 17) y=secz; 18) y==cosec z.
cosz para —ar<l,

£} = 1 P a1,

L Pt

x

146. Los lados de un tridngulo miden 1 ¢m y 2 cm, respectiva-
mente. Construir la grifica del drea del tridngulo como funcién del
4ngulo z comprendido entre dichos ladeos. Hallar el dominio de
definicién de esta funcién, y el valor del argumento x para el cual
el drea del tridngulo sea mdxima.

147. Un punto efectia. movimiento uniforme a lo largo de una
circunferencia de radio R, con velocidad lineal v em/s, teniendo por
centro el origen de coordenadas y en el sentido conmtrario al de las
agujas del réloj. En el momento inicial la abscisa de dicho punto
era a. Formar Ia ecuacién de la oscilacién arménica de la abscisa del
punto.

148. Un punto efectia movimiento: nniforme a lo largo de la
circunferencia 2® -+ y? = 1. En el niomento 2, su ordenada era y,,
en el momento #;, y,. Hallar la dependencia entre la ordenada del
punto y el tiempo, hallar también el periodo y la fase inicial de la
oscilacidn.

149: La fig. 13 muestra un mecanismo de manivela. El volante
esderadio R, la bielaes de lenﬁimd a. El volante gira uniformemen-
te en el sentido de las agujas del reloj dandon vueltas en un segundo.
' En el momento t =0 en el que la biela y la manivela formaron
una misma recta (posicién ‘del punto muerto), la cruceta (4) ocupéd
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el punto 0. Hallar:la dependencm entre el desplazamiento z de la

cruceta (4) y el tiempo 2.

cion:

150. Mediante la adicién grafica construir la grifica de la fun-

1) y=senz-cosz; 2) y==sen 2nz-} sen uz;
3) y=950n%+3seni; 4) y=g+senz;

5) y=z—senz; 6) y = — 2% L cos=z.

151. BResolver grificamente la ecuacidn:
Nz=2senz; Dz=tga; 3 z—cosz=0

4) dsenz =4 —ux 5) 27 = cos z.

152. Hallar el penudo de la arménica compuesta:
1) y = 2 sen 3z + 3 sen 2z; 2) y = sen t -} cos 2¢;

3) y=sen-—’§—+sen—“-f-;-
4) y=sen (2nt4 %)+ 2sen (3m+-’"—) + 3 son 51,
153. Presentar en forma de una arménica simple:

1) y=sen z-|-cosz; 2)' y=sgen x4~

A 2sen (z-i--&—).

Fig. 14

154, Comprobar el siguiente proce-

~ dimiento grafico de la adicién de las

oscilaciones armoénicas. Sean, dadas
las’ arménicas

A, sen (0 Z 4 ).y A, sen (0z +-@,).

_ Tracemos los vectores .4, y 4, cuyos
-mébdulos son A4; y A,, respectivamen-

te, formando los dngulos ¢; y. @y con
el eje horizontal (véase la fig. 14).
Efectuando: la- adicion de los vecto-
res. . A; v Ay obtendremos el vector 4

de modulo A mcllnado hacia el eje horizontal en-un dngulo g. La 4 y ¢
serén la amplitud y la fase inicial:de-la suma, respectivamente -

Ay sen (02 + @) +4q sen (02 +@s) =4 sen (02 +-9).
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155%. Indicar el pe'rioclO:-d_'é- la’ funcién -y ‘construir su grifica:
1) yelsenzltleosal 9 y=1 (s +rimar)
156. Hallar el dominio de definicién y explicar el aspecto do la

grafica de la funcién: . : . :

‘l) y=Ilgsen 25.2) y.mV-]_,g'sanj: 3) y"_*]/-lg"};%;:T

_ ; Funcia_nssﬁtriganamétricas inversas

157. Construir-la‘gréfica de la funcién: -

1) y=arcetgz; 2) y=2arcsen 5 ; 3) y==1-arctg2z;

4) y——..%—arooos?x;ﬁ) y=amseni—-z-£.

158, Un sector ciréular de fingulo central o se arrolla engendran-
do un cono, Hallar la dependencia entre el dngulo @ en el vértice
de dicho cono y el dngulo o, y ‘construir la_gréfica.

159. Un cuadro de altura-a cuelga de la pared de modo inclinado,
form4ndose un dngulo diedro @ entre la pared y el cuadro. Un obser-
vador que se encuentra frente a la pared, a la distancia [, ve el borde
inferior del cuadro por encima de la altura de su vista (la diferencia
es igual a b). Hallar la dependencia entre el dngulo y (formado entre
la® vista del observador y el cuadro) y el dngulo o. 3

160. Indicar la dependencia entre el dngulo ? de la vuelta que
da 1a manivela (véase el ejercicio 149) y el desplazamiento x de la
cruceta. )

161. Hallar el intervalo en que varia x para el cual sea vélida
la identidad:

1) aresen z--arccos g =3 2) arcsen Yz 4arccosV 2= ;
3) arccos }/ T— 2% =arcsen z; 4) arccos V T—a*= —arcsenz;
5) amtgz=amct.g~:?; 6) arctg x =arecctg é-—:r:;
{— 2 1= 2
7) arecos i+:2 =2arctg x; 8) atccosH_—;-=-—23mtgz;
9) arctg x--arctg = areig :t: 7
{4z

10) arctg z4-arctg 1 =n+arctg—.

162: Valiéndose de las identidades del.ejercicio 161, hallar el
dominio de definicién y construix la gréfica de la funci6n:

1) ysarcqos]/‘l —z% 2) y=arcsan]f1—-lz+arcsenVE;
.3 y_#awcos;;—;:; 4) y'=.arcig.a:-—arcctg-;-‘
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163*. Construir la grafica de la funcién y = arcsen {sen z).
Demostrar que la funcién indicada es periddica y hallar su periodo.

164. Construir la gréfica de la funcién y = arccos (cos z).

165. Construir la grifica de la funcibn, y = arctg (tg z).

166. Construir la prifica de la funcién:

1) y = & — arctg (tg2); 2) y = = — arcsen (sen z);

3) y = z arcsen {sen z); 4) y = arccos (cos z) — arcsen (senx}.

§ 6. Problemas de célculo

167. Trazar la grafica de la funcién y = 2® -2z — 4z +7 en
el intervalo cerrado [—4, 2] tomando los valores de z con intervalo
de 0,2. En el eje de ordenadas elegir la escala 20 veces menor que
la del eje de las abscisas. Hallar los valores maximo y minimo de la
funcion en el intervalo cerrado [—3, 2] de acuerdo a la grifica. ¢En
qué punto pasa la funcién del crecimiento; al decrecimiento? Hallar
la rafz de la funcién en el intervalo cerrado [-—4, 2]. La exactitnd
del caleulo debe ser 0,1.

168. Al estudiar las leyes de dispersién de la metralla (en la
teoria balistica del tiro) os necesario construir la grifica de la fun-
cién y = edcos®a; ¢ 2718, Efectudr esta operacién para A = 2,
dando a « los va]ore= desde 0 hasta 90° con intervalo de 5°. El célou-
lo debe ser efectuado con exactitud hasta 0,01.

169. Sean dados tres puntos: M, (1; 8) M, (5; 6); Mg (9: 3).
Trazar la parabola y = az® + bx-r—c que atraviese estos tres pun-
tos. Hallar las raices de la funcién az® 1 bz 4-¢. La exactitud del
cileulo debe ser 0,01.

170. Una ldmina de hojalata de 30 X 30 cm? ha de servir para
fabricar una.caja de 1600 e¢m?® de capacidad, recortando de ella cua-
drados iguales. jCuinto debe medir el lado z de cada cuadrado corta-
do? La exactltud del calcilo debe ser 0,01.

174. Comprobar lo mgmente si en.la ecuamén ol 4+ px? 4
4+ gz 45 = 0 ponemos z* = y, dicha ecuacion sera suatltmda poxr
el sistema

{ . =y,
1 (y—yo)* (= AL B
donde yo="3F, zy==—F y Peyidai—s

' Valiéndose de este .procédimiéntu, résolver graficamente la ecua-
cion ¥ — 32 = 8z — 20 = 0- La exactitud-del céleulo’ debe
ser 0,1

172* Utilizando el procedtmmnto del ejercicio 171 demostrar lo
siguiente: al efectuat” un. cambio coriplementario de: la vatiahle
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z =z’ -+ o, las raiées reales de la eeuacién de cuarto grado z* -
-+ az® + bz* 4-cz +d = Opueden ser halladas graficamente encon-
trarido los puntos, de-intérseccién de una cierta circunferencia com
la pardbola y = a% _

Valiéndose de este procedimiento resolver grificamente la ecua-

cibn 2t 41,228 — 2227 — 39z 431 = 0. La exactitud 'del cdleu-
lo debe ser 0,1. A I )

173. Hallar grificamente las raices de la ecuacién e* sen z = 1,
¢ ~2,"718, comprendidas entre 0 y 10. Indicar la férmula general
aproximada para los valores de las rafces restantes. La exactitud
del célculo ha de ser 0,01. _

174. Resolver graficamente el ‘sistema: .

z 4+ =1; 162* —-]-y-—-*:‘i

~ La exactitud del cdleulo ha de ser 0,01.

175, Construir la grdfica de la funcién (en el sistema de coorde-
nadas polares) para los valores del 4ngulo polar @ con el paso igusk
a w12 *).

1) p = a@ (espiral de Arquimedes); 2) p == a/¢ (espiral hiperbé-
lica); 3) p = ¢%% (¢ == 2,718) (espiral logaritmica); 4) p = a sen 3¢
(rosa de tres pétalos); 5) p =& cos 2¢ (rosa de dos pétalos);
8) p = a(l — cosq) {cardioide}.

Efectuar los cdleulos con exactitud hasta 0,01. Conviene elegir
cualquier constante a > 0.

; * 3o admite aqui que si p (¢) < 0, en el correspondiente raye no existe el,
“punto de la grifica,



Capitulo II

Limite. Continuidad

§ 1. Definiciones principales

Funciones de argumento entero

176. La funcién de argumeénto entero toma los valores
uy =09 u;=099% u;=0999;...,. i, =0,999...9;
e —

T veces
A qué es igual hm u,? gQué valor debe tener n para que el valor

Time
ahsoluto de la dlferenmn entre 1, y sulimite no sea mayor que 0,0001?
177. La funcién u, toma los valores
1 1 . 1

uy=1; u9.=?: Ug=g3 «- 5 Bpn==gi =«

Hallax lim ;. ijQué valor debe tener n para que la diferencia
Ti—=+=00

enire &, ¥y su limite sea menor que un ntimero dado positivo e?
178. Demostrar que u,= :_;1 tiende a 1, al crecer n en forma

limitada. ;A partir de qué valor de n el valor absoluto de la diferen-
cia entre u, y 1 no es mayor que 10-1?
179. La funcién v, toma los valores

. 3n nx

cos - 08— CO8 ——
. COS M ) B . . -2

1' T b’g:——-z H Vg== 3 3 seey Up= B i

Hallar lim vy,. {Cuél debe ser el valor de n para que el valor abso-

=

Tnto de la d:ferencla entre v, ¥ su limite no sea mayor que 0,001?
{Toma la funcién v, el valor de su propio limite?

180, El término general u, de la sucegién u;:-é-, u =-%

Ir ! ; o { .
ig= ;, 1:;‘i ::; y ... tiene la forma. 22“1, si n es un nimero
+-‘l

si n es un nimero par.

mpar Y



'§ ‘1. Dfiniéionies ‘principales 33

Hallar Iim Un: gCual debe ser el valor de n para que Ja diferencia
entre u, y el valor absoluto de su limite no sea mayor que 10“‘, que
un nifimero dado positivo e? .

%—_t%,_ al crecer :'h infi-

nitamonta, tiende al limtte 1gual a i creciendo de modo monétono.

AB1. Demostrar -que la sucesién u-,,—'

EA paltu‘ de qué valor de n, la magmtud —-u no es mayor que
un ntimero dado posmvo &?

182." Derhostrar que u, = V@il +a “tierie por limite 1, al crecer n

infinitamente. ¢A partir de qué valor de n-la magnitud |14—u,f

no es mayor que un niémero dado positivo &?

eQué cardcter tiene la variable w,? ;Es creciente o decreciente?
183. La funcién v, toma los valores de coeficientes binomiales:

P —1 —1) (m—2
v=m,  o=2E20 g me ey
_m(m—1)(m—2). f(m-{n--i}]

oy Pp=o

1.9.3. Sy

donde m es un entero positivo. Hallar lim Vet

184, Demostrar que la sucesién u, = 1 4= (—1)" no tiene limite
cuando n crece infinitamiente.
185. Demostrar que al.crecer n infinitamente la sucesién u, =
—w no tiene limite, ¥ la sucesién u,‘—-g%m si le
tiene. éA qué es igual éste?

186. ;Tiene limite la signiente sucesifén:

it

sen-—-é—
1) Uy = 2) ty e —— (13> 12
187. Demostmr el teorema: si las sucesiones iy, iy, . . .y Uy, .« 4.
¥ Uy Uy - . o Uy, ... tienden al mismo limite comiin 4, la suce-

si6n Uy Uy Tyy Vgy « « oy Uy, Uny o . . tiende al mismo limite.

“188. Demostrar el teorema: si la sucesién wu, uy, .. ., U, ...
tiende al limite g, c.uulqmer subsucesién suya (por elemplo, u,,
Uy, Us. . ..) tiende al mismo limite.

1.89. La sucesion ul u,. vovy Upy ... tiene por limite a =0,
Demostrar que lim

=1, ;Qué se puede decir gobre este 1imi-
te si a = 07 (Cltar e]emplos }
3-0178
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Funciones de argumento continuo

190, Sea y = z% Cuando z — 2, y— 4. ;Cuél debe ser el valor
de & para que |z — 2| <<8 dé por resnltado |y —4|<e=
= 0,001?

191, Sea y:%i—'l_. Para x— 2, tenemos y_—p---g-. ¢Cudl debe
ser el valor de & para que |[x—2|<C6 dé por resultado
lv—%| <o

192. Sea y= 'Z(IT_:FIT) Para z—3 tenemos: y—»%. ¢Cudl debe
ser el valor de 8 para que |a— 3] << 8 dé por resultado H—— gl < 0,017

193. Demostrar que sen z tiende a la unidad si z—n/2. (Qué
condiciones debe satisfacer z en el entorno del punto z = n/2 para
que se verifique la desigualdad 1 — sen z << 0,01?

194. Si z crece infinitamente, la funecién y = ?fj—_i tiende a cero:
1im .‘.\:33!-1 —=0. éCual dehe ser ol valor de N para que |z|=>N dé
00 :

ke
por resultado y<Zel?
2 -
195. Si z-» o0, y=;+; 1, ¢Cudl debe ser el valor de N
para que |z|>N 4&é& por resultado |y—1}<Ze?

§ 2. Magnitudes infinitas.
Criterios de existencia del limite
Magr{'.z'w-des infinitas
196. La funcifn u, toma los valores
=28, ug=25 Uy =T ... =2 41,
Demostrar que’ u, es una magnitud infinitamente grande ‘cuandd’
n—»co. ¢A partir de qué valor de z la magnitud u, se hace 'mayoi&;
que N? L ' : g Wi
197. Demostrar que el término general u, de cualquier progresién
aritmética es una magnitud infinitamente grande cuando n'— oo,
(;Cuindo es positiva? ;Negativa?) ;Es valida esta asercifén en el
caso de cualquiec-progresion geométrica?
198, Cugndo z—0 tenemos: y-=1tg:—s~m. ¢Qué condiciones
dobe satisfacer z para que se verifique la desigualdad |y|>10%
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199, Demostrar que la funcién y= —-«-§ es infinitamente grande

cuando z— 3. <Cuﬁl debe, ser eI valor de z para que la magnitud
|¥| sea mayor que 1000?

200. Cuando z tiende a 1, la fum:wn y_—-_-lT)-z crece. infinita-
mente cCuéI debe ser el valor de 6 para que |z—1|<6 dé por _
: . V=102
resulta_tlo _(m_nz;b_-N iOi.

201. La funcién y S gFrT es infinitamente grande para z—0.
¢Qué demgualdades debe satlsfacer z para que |y| sea mayor
que 100?

202. Pira & — 6o tenemos: y = lg z <> 00, ;Cuél débe ser el va-
lor de M para que = >0 dé por resultado y >N = 100>

203. iCuéles de las principales funciones elementales son acota-
das en todo el dominic de su definicién?

204, Demostrar que la funcién y=-——fr
eje numeérico. _
205. ¢Es acotada la funcién y= 1-::2:’ en todo el eje numérico?

¢Serfa acotada en el intervalo (0, co)?

206. ;Es acotada la funcién y = lg sen z en todo el dominio de
su existencia?

La misma pregunta sobre la funcién y = lg cos x.

207, 1) Demostrar que las funciones y =z sen z e y = z cos z no
son acotadas cuando z - oo (indicar para cada una de ellas, por lo
menos, una sucesién z, para la cual y, —» co).

2) iSeran infinitamente grandes estas funciones?

3) Construir sus gréficas.
208. Construir las grificas de lag funciones jf(z) = 2% *%

¥ j(:c} = 2'”’” Para cada una de estas funciones indicar dos
sucesiones z, ¥ #, de los valores de z tales, que lim f (2,) = o0,
fimso
y lim flzn) =0.
"209. ¢Para qué valores de a la funcién y = &* sen z no es acotada
cuando x— 400 (r— — oo)? )
210. dSera infinitamente grande la funcién no acotada:

i+=‘ es acotada en todo el

1) ,f_(:c)a-«i—cns%— para x — 0;
2) f(x)==warctgz para z-»oo0;
3) f(z)=2%arcsen (sen x) para z-> 4-oo;
4) f(z)=(2+senx)lgz para z— +-oo;
5) f(z)=(1-~senz)lgz para x— 4+ oo?
a»
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211. La. funcién u, toma los valores

; : 3 4 n41
=2, Up=—p, Ug= ;..o Up= :; 2

Demostrar qué u, es infinitesimal cuando n — co.
212, La funcién u, toma los valores
— - 1 1
Iy = -—7‘ ua—-—'"i', us=ﬁ| u4=-—8—, it e

n2—8
PE) g 2.

sesy Up=

Demostrar que u, es infinitesimal cuando n -» oo,
213. Demostrar que y = ,-,-:- i-—»D cuando x— 0. ;Qué condi-
cioriles c;ebe" satistacer = para que se verifique la desigualdad | y| <<
< -O-l i

214, Mostrar que la funcién y = Vz +1 — Vz tiende a cero
cuando z —00. (Cudl debe ser el valor de N para que ¥y << & cuando
2> N?

215. Demostrar que si la funcién f (2) tiene por limite a para
% =» oo, la funcién f (). es susceptible de ser representada en forma
de la suma f(z) =a 4 ¢ (z), donde @ (z) es infinitesimal para
Z—r 00, '

' Presentar en forma de suma las siguientes funciones:
1 N 2) y= __z_z___ . 8) y= {—z2

| )y—‘:g"__'rv y_‘zzz+1 ’ va-m-

Criterios de existencia del limite

216*, La funcién u, toma los valores

1 1, .1 1 1 i
Uy =, Uy = Fg s e “""3_+T+§=_-Fi'+”'+m‘

Demostrat ‘que u, tiende a ciecto limite cuando n— co.
217. La funeién u, toma los valores
o 1 1. 1 1, 1 5
w=g =gty =t T

R (P e o X
oy My S Fe Ty

Demostrar que u, tiende a cierto limite cuando n —-eo.

218; Demostrar el teorema: _ : _

Si la diferencia entre dos funciones es infinitesimal cnando la
variable independiente varia de manera exactamente igual, siendo
una de estas funciones crecionte y la‘otra decreciente, las dos tienden
a un mismo limite.



§:8..Funciones continuas 3t

219. Sean dados dos niimeros: ¥, ¥ ¥y (4p << ¥g). Los términos de

‘las sucesiones i, ¥ U, son dados por las férmulas:

_dgkve C o _ueklup . - wdw
o Taa R s Bl T

T
3

i .ui v U2 1

en general,

eyt Vn-t.

i~ 20—
= nmtd Ot vy = Sntt Bnct

Partiendo del teorema expuesto en .el ejercicio anterior, demos-
trar.que las dos sucesionesi, yv, tiendenaun mismo limite compren-
dido ‘entre u, ¥y vy

" 220, Dada la sucesidn de nfimeros u,:

ul=V€| u$=V'5—{-u1,' TS u,,::lﬂﬁ'-{-—u,.__i,._..

Demostrar que esta sucesidn tiene limite. Hallarlo,

§ 3. Funciones continuas

221. La funcién y estd definjda de la manera giguiente:

y=0 para z << 0;
y=z para 0 T z << 1;
y=—zt +4z —2 paralz<<3
y=4—z para x> 3.

¢Es esta funcién continua?

222. Los radios de las bases de tres cilindros superpuestos miden
3, 2 y 1 m, respectivamente. La altura de cada uno de los tres cilin-
dros es igual a 5 m. Expresar el drea de la seccién transversal del
cuerpo engendrado como funcién de la distancia que media entre
1a seccién y la base inferior del cilindro que ocupa la parte baja del
cuerzgo. gSSaré esta funcién continua? Construir su grafica.

3. Sea

{ z+1, 8l z={1;

)= 3—az?, si z>1.

iCémo debe ser elegide el nlimero a para que la funcidn f (z) sea
continua? (Construir su gréafica.)

224, Sea
—2senz, si x@—%;
i(z):i Asenz- B, si ——T<x<-g—:
L cos z, si a:;;%.
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Elegir los.nimeros A y B de tal modo que la funcién f () sea conti-
nua. Construir su grifica.

225. ;En qué puntos sufren dmcontm uidades las funciones y =
m-—-ET 6y = W ? Construir las graficas de las dos. Expli-

car la dilerencia en el comportamiento de estas funciones cerca de los
puntos de discontinuidad. g

226. Lafuncibn f(z) = ,a_ji noestd definida paraz = 1. ;Cuil
debe ser el valor de f (1) para que la funcién completada con este
valor llegue a ser continua para z = 1?

227. ¢{Qué géneros de discontinuidad sufren las funciones y =

aen: 08 = s ps
—TT By = c—:x— para z=0? Mostrar el caricter de las graficas

de estas funciones en el entorno del punto z = 0.
228. Decir si es continua la funcién dada del modo siguiente:

¥ = E’-I— para z 540, y = 0 para z = 0. Construir la grafica de
esta [uncmn
229. ;Cuéntos puntas de dlscantmmdad (v de qué género) tiene

la funcién y = i l l? Construir su gréfica.

230, La funcién y==arctg lno estd definida ep el punto z = 0.

¢Es posible completar la funcmn f (z) en el punto = = 0 de tal modo
que llegue a ser continua en este punto? Construir su grifica.

231. Decir si es continua la funcién definida de la manera si-
guiente:

f(x)::aan% para z==0, f(0)=1.

Construir la grifica de esta Tuncién.
232. Construir la grafica de la funcibén f (z) = xsen — ¢Qué

valor debe tener la:funcidén f (0) para que la funcién f (z) sea conti;
'nua por todas partes?

' 233. Demostrar que la funclfm y-.::a

tiene dlsoontmmdad

1-:-2* ’
de primer género en ol punto x == 0. Construix, de modo esquemétwo
la grafica de esta funcién en el entorno del punto z = 0.
234. Analizar el cardcter de la dlscommmdad de la funcién
1
_oTTE _
y=2 en e] punto x = 1. iSe puede definir y, cuando z = 1,
de tal modo gque la funcién llegue a ser continua para & = 1?
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235, Analizar ] cardcter de discontinuidad de la funcién y==

M o8

==L on el -

e 5 en el punto z=-0,
2% 41 :

236. La funcién'f () esté definida del modo siguionte: f (z) =,

: A e . ;
= (z 4-1) 2_(H+;) para 2 50 y f (0) = 0. Demostrar que en el
intervalo —2<{x<{2 la’ funcién f(z) toma todos los valores, sin
excepcién, comprendidos entre f(—2) y f(2), y, sin embargo, es
discontinua (jen qué punto precisamente?). Construir su, grafica.

237. Decir si es continua la funcién y = Esclarecer

el cardcter de su grafica.

238. La funcién csti definida del modo siguiente: si x es un ni-
mero raciomal, f(z) = 0; si # es un nimero irracional, f (1} = z.
iPara qué valor de z es continua esta funcién?

239. Decir si es continua la funcién y construir su grafica.

-
TF2E~

1) y=z—I[z); 2) g:.x__i.m.; 3) y=(— ).

{La funcién {z] es:igual al nimero entero mdximo no mayor que &
(véase el ejercicio 59).]

240, Valiéndose de las propiedades de las funciones continuas
comprobar que la ecuacién z® — 3z = 1 tiene, por lo menos, una
raiz comprendida entre 1 y 2.

241*. Mostrar que: a) el polinomio de grado impar tiene, por lo
menos, una raiz real; b) el polinomio de grado par tieno, por lo me-
nos, dos raices reales, si toma, al menos, un valor cuyo signo sea
contrario del que tiene el coeficiente de su término de grado més
elevado.

242. Mostrar que la ecuacién z-2* = 1 tiene, por lo menos, una
raiz positiva no mayor que 1.

243. Mostrar que la ecuacién 2 = @ senz - b, donde 0 << & <
< 1, b= 0 tiene, por lo menos, una raiz positiva siendo no mayor
que b +a.

w : . ) i@y g iy i
244*. Mostrar quo la ecuacibn] —t— + ——A 4 = =0,
donde a; >0, a, >0, a; >0 y k<< hy <Ay, tiene dos raices reales
comprendidas en los intervalos (i, As) ¥ (A2, M)
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§ 4. Operacién de hallar

los limites.

Comparacién de las magnitudes
infinitesimales

Funciones de argumento entero

En los ejercicios 245-—267 hallar los limites.

R o (n--1)2
245. 7]:310 > 246, If T
(n41)3—(n—1)3 a3 — 100n2-4-1

247. Mmooy 248 i‘f:o T00n2 + 15n
1000n3 - 3n2 (o) e (= 1 )%

269. lim oo — oo 200 M omee
o (Anft)lmin—1)t ; i V n¥Fon—1
Bl om0 i -Sae=
. Viritn _ (VrEFT+n)?
= e et

955, lim PRIy YAt
> noo Y MO 6RO 23/ R 43031

e nl
B memyee B e

. (n 42!+ (n-H 1)t (B (n 1]
B I =gy 8 Moo

. 4 - 4 1
ipdad g ot
260, lm - 8
T e I
261, lim & (142484 ... +n).
262, lim Akttt _n_)

II-.

ey

A - 3
124-8—4t...—2n
263. “2,( wEL1 )

264*. 1im (—7+ 234- +{n_m).

T=h ol
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g 4 .5 1 - L
265 ,],f,‘:f,’,( Et 35 T Emen (2n.+ij)'
Lf
Lo b v B
266. lim b 267, lim =t
Can g

Funcién de argumento continuo '

En los ejercicios. 268—304 hallar los l1m1tas

L 28— 3z 41

sy ey 200. lim (SS57=+1)
z & z2—3

20y LMermg 2. Mmoo
979, T toietl > 273, lim ol rne 8

E L i

(=0 2=z & Bl ¢ -

274. 31351 e fj 275, :_13_“__3"2 T &

o e 1 3
26, lm LA T I () -

1 1
278. l_f}? T (z—2)p  at— 324-2]'5)(}
z+2 Te—=b

20, “m[ i +geTr )
280 1

w1

' d—
281.° l_im?fat—f_i_i. 283, lim —Fort
288, lim S 284, lim 1525
285, 1im (5—a). 266. lim (g — 5237 -
. . 3z (2-1:-'—'1)-,(3124-5*{"2) ]

251 31“;[ Tz 1 Azt ]
288, lim (x+1:)1?+(:+2)§0+___+($+-1{)0)W

xon z10 4 1010
289, lim YEELEVE g0, 1 V_,(,—_-———-”“'H"‘/”""H

x-}+ua Ytz —az xin:of VAt

201, lim LtV 21

—B'#F_ .
x-bos  p 2327 F1—2
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292, lfm LBt 3=V ¥4 293, hml’lt-ff—_i

E] ¥ -n“-‘i-|-1 ' a=eli
294, 1{mM:1__ 295, 1im ..l./.ffm.
0 20 | 2 H16—4
296, lim V2=1=2 297, lm B=VE
:D-o-ﬁ 1 ]fx—l
a
208, Limlf.-’f%ﬂf_’. 200, 1m YIEZ—L
A0 x>t
AL 3 o —
300, Iim ZITz=Vi=z  g0¢ 10 M(a>b)
x—+l) # xrg 22
T
302. lim f (n y m son niimeros enteros).
w1 =1
308+, I VIEZ=VIZE gy, gy VIFS—VIFSE
s T2 e P

305. gDa qué manera varian las raices de la ecuacién cuadrada
az® bz d-c =0 cuando b y c conservan sus valores constantes
(b 60) y la magnitud a tiende a cero?

En los ejercicios 306—378 hallar los limites.

306. lim (Vata—Va). 807, Jim (V&1 -V @),
308. lim (VZFFi—2)*. 309. lim z () 2FF1—a).
30, 1w VETTEET s

311. xl;::°(]/ﬁ—2£-1—Vﬁ—7::+3).

X At00

312, lim ¢/ @F1p—y Tz - 1)

313, lim w'f (V&E+1 41— st —1).

E: ::-a-on
34, Iim s"‘;a’ g 815, 1 52,
# =) * - =11]
sen o tgz
s6. e | 0. Mmoo

318, lim (s:;[:’)',l (n vy m son nimeros enteros positivos),
o g cASEIL ;i

* En log ogamplos en que se presenta x — ~ 4 oo deben ser considerados
soparadamente los casos do x — 4+ o0 ¥ 2 = = ca.



319.

321,

329.

331.

333.

335.

337.

338,

340.
342,
343.
344,
345.

347,

§ 4. Ol:i'éraéiéri--'_de hallar log limites. 4_‘.’;

I A2E0E 820. Iim SRR
x-e( A T 3
1=cosz O L
L~y | 82 Nl
. tgo 394. lim i_+scn'x'-—cos:
i Timcwer %m0 175-‘3“'*'.-*-0:-%'
g et Sen o 1e (1—cosa)®
g RiGEme. e
. 1i o . 1—senxz
lin (g ~ggz). 828 I L
. cosx sen 3z
e 330, lim ———.
:1?‘1 V (1 —sen z)2 xsn SOD 22
+E
lim (5 - z) tg . 832, lim 22—
x_’_:; GmeTT .|.___,F
lim (1—2)tg 2. 334, lvin:(sen =2 g )
s -
cOS & —Sen T ! £ (:_il;-)
x-rT x:»-;n— ——2—-—005::
. 1 ~=gen %
:in; T € T
C08 =5+ (co& < —gen T)
n o8 {a-+z)—cos (a—2)
xljxln (22tgz——57) . 389 e
p3
. €8x —cos fir sen (a+-x)—sen (e —z)
L . L = -
o sen®o—sen?fl
I
o sm{a+-2h)—_2};s;n{a+h)+aena )
h=+0
lm t8(0+2k)—2;23(d+ﬁ}+t8“ =
h-=0 :
; 23—V 1Fcosz . Vidsnz—) T—senz
N VRS g6 lim - .
Km V T+ zsenz~ cosoz

x—eD 1g? %
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348. lim {—c x2 o858
w==l &

349. lim 1 T—arcig 8z — I 1 — arcsen 5z )
vt )/ T—arcsen 2z— |/ {--arctg 2z

350*. lim 17—/ arccos .

x=e=14 x--1
951, lim ()" 352, lim (1 ~-+)
ﬁ
853, lim (1++) " . 354, lim (14 )"
icil
355, Tim (Z5)* 336. lim ($25) °
857. lim ( ) 358, lim (=)
369. Jim (2E)". 360, lim (14"
st lim (1+4)7 62 dm (S

l
lim (1 +- tg® VH.
365, lim ﬂ%ﬂ 366. lim In (aﬂ-;}-ina ;

x0 xesl

367. lim {z[ln (z--a) —In z}}.
B

363, lim (14 sen z)®%°%, 364
L

368, LUm-22=%, 369, lim.2=L,
Has F—1 hed - B
a5 S i 5t
872*. lim i P X ilf;i:b;n;'_*
37-"{.- Linl*———— emh.s'x:essw ; 375, lim: G“Febx 5

a0
L : ;
876. lim x(e¥ —1). 377. lim (chz~shz). 378. lim tha.

o x-woo Amefon



§ 4 ‘Opéracién de’ hallax los limites - 45

-Diversos -;_!_im_it_es
En los ejercicios 379401 _ha_-l'lar los limites.:

. fdz4-1m
379, lim 525 .
n esi 1) un nimerd enteéro positivo, 2) un niimero entero negativo,
3) cero. . . ¢ .

380. lim :.‘:_(sz:-—i-— Va+1—z V2.

o cmemes b i | : .

38f. lim —=— (a>0). 382. lim £ (a3 0).

g wmins T

. Considerar separidamente “los ¢asos en que

383. lim se:.-: " 384. lim ar‘;&_
. TSDZ . . Aarcsenzx
. sen (a-}3k)—3 sen {a+2h) 48 sen (a+-h) —sena
387. :lgiT 5 _.
388. lim tgtz () 2sen?z+3senz--4—) sentz +6senz2).
&
sy
380, lim {—cos (1 —cos z) ;
’ x-=
390%. rl}l_f:: (coa--‘%—»cos T - cos T:;;) ;
391, lim 2 (1—-1}05%). 392, 1im (cos Y T 1—cos YV 2).
. -1
393+, J}Lcnnex (arctg :"_"_2 —%) 3
= <41
394, }iLg:c (arctg i+2 —aretg :_?_3 )
- —arct " *
oo, Ui MSMEMEED 306, lim (1+=2) >0
1 :
397%. lim (cos z)" ~. 398. lim 1B55T
x+0 x~+0 *
BEN X 1
399. lim (ZZZ) 7T 400. 1im (cosz+senz) .
a=wl} = =
C 1
491. lim (cosxz 4 asen ba) ®.

x=+)
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Caomparacidn de magniiudes infinitesimales

402. La magnitud infinitesimal u, toma los valores

1 1 1
H|=i, Ltsw——T, u;:T,..., Unv:-n—,...,

v la magnitud infinitesimal v, respectivamente

1 1 1
Uiﬁ‘i, va=—ﬂ-, U3=I—;?'.‘., Un N e

Comparar u,, ¥ vy,. {Cudl de las dos es de orden infinitesimal superior?
403, La funcién wu,, toma los valores

e, e, sy e B

y la funcién v,, respectivamente
5 10 . n2gd
01225 VQ=T| Ua="-2—,..., Uﬂ#T"'.

Comparar estas dos magnitudes infinitesimales.
404. La magnitud infinitesimal x, toma los valores

1 2 -1
ulgz'oi %BT' %='§!"'l Un= WE ey
v la magnitud infinitecsimal v,, Tespectivamente
5 7 2n+41

U|=3,

L’s:Tv I.’s-——-?,..., Uy = 1] g e
Comprobar que u, y v, son infinitesimales del mismo ordemn, pero

no equivalentes.
405. Vz son infinitesima-

les cuando z ~ 1. ;Cual de las dos es de orden infinitesimal superior?
406. Dada Jafuncién y = z®, mostrar que Ay ¥ Az cuando Az — 0
y Az =40, son infinitesimales del mismo orden,
Comprobar que la magmtud Ay es infinitesimal de orden superior
que Az cuando z =0.
JPara qué valor de x son equivalentes los incrementos Ay v Az?
7. Comprobar que las magnitudes infinitesimales 1 — &
y - /;:ﬂnn dél mismo orden infinitesimal cuando z—-+1
¢Son eguivalentes?
408. Sea z — 0. Entonces '@ +2° — }/@ (a > 0) es una magni-
tud infinitesimal. Determinar su orden respecto a x,
409. Definir el orden, respecto a z, de la funcién infinitesimal
para z— (- :
3 2. e R T z (x-t1) | .40
1) 24100022 2) ¥/ Z—V'z; 3) e = o
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410. Demostrar que los incréementos de las funciones u = aVE
- y.u = bz® para £>> 0'y para'el incremento general Az — 0 son del
mismo orden infinitesimal. ¢Para qué valor de x son eguivalentes
(a ¥ b son distintas de cero)? _ : o
411. Mostrar que cuando z=»1 las magnitudes infinitesimales
i—zya(l — %), dondea == 0y k es un nlimero entero positivo,
son del mismo orden infinitesimal. ¢Para qué valor de & son equiva-
. lentes? ; i
" 412, Demostrar que las funciomes sec ¢ — tg 2z y & — 2z son
infinitesimales -del mismo orden. cuando z — n/2. ;Son equivalentes?
. 418, Demostrar gue las magnitudes infinitesimales €% — &
y sen 2z-— sen x son equivalentes cuando z— 0. : _
414. Definir el orden de la funcién infinitesimal respecto a z
cuando =t

By VI1+V 21 2 VIFZG—1—Va 3) eVait;
4y eemx—1;, 5) In(1+Vzsena); 6) VIFtgls,
7) e—cosz; 8) e —cosz; 9) cosz— 3/ cos z;

10) sen(VT+z—1); 1) (142 —2y/ =15
12y arcsen (4 2% — 2).

Algunos problemas de geometria

415, Consideremos un tridngulo equildtero dé lado a. Sus tres
alturas sirven para engendrar un nuevo tridngulo equildtero y asi
encesivamente n veces. Hallar el limite de la suma do las areas"de to-
dos los tridngulos cuando n— co.

416. Un cireulo de radio R lleva inscrito un cuadrado; éste, lleva
inscrito un circulo el cual, a su vez, tiene inscrito un cuadrado, y asi
sucesivamente n veces. Hallar el limite de la suma de las areas de
todos los circulos y el de la suma de las 4reas de todos los cuadrados
cuando n - oa.

447, Un tridngulo isésceles rectdngulo cuya base estd dividida
en 2n partes iguales lleva inserita una figura escalonada (véase la
fig. 15). Demostrar que la diferencia.entre el drea del tridngulo y la
figura escalonada es infinitesimal cuando » crece infinitamente.

‘418. Un tridngulo isésceles rectangulo cuyo cateto es igual a a,
tiene dividida su hipotenusa en n partes iguales. De los puntos de
divisién estdn trazadas rectas paralelas a los catetos resultando una
linea quebrada, AKLMNOPQRTB (véase la fig. 16), cuya longitud
es ignal a 2¢ para cvalguier n. De ahf que el limite de su longitud es
igual a 2a. Pero, por otra parte, la linea quebrada va aproximéndose
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infinitamente & la hipotenusa del tridngulo cuando n crece infini-
tamente: Por consiguiente, la longitud de ln hipotenusa es igual
a la suma de las longitudes de los catetos. Este razonamiento encie-
rra un error. Hallarlo,

|
100N

Fig. 15 _ Fig. 16

419. Ll segmento AF cuya longitud es a, estd dividido en partes
iguales por n puntos, desde los cuales se han trazado rayos en &ngulos

APAMMAM%‘I Araocmccmﬁg
b a a 2y

Fig. 17 Fig. 18

a’-‘;(véas& la fig. 17). Hallar el limite de la longitud de dicha linea

quebrada cuando n ¢rece infinitamente. Comparar con el resultade
del ejercicio anterior.
: 420, El segmento AB ¢uya longitud es a estd dividido en n partes
iguales. Los pequeios segmentos resultantes sirven de cuerdas ¥ sub-
“tienden arcos de circunferencia, cada uno de los cuales es igual a n/n
radién (véase la fig, 18), Hallar el limite de la longitud de la linea
resultante cuando n-» co. (C6émo cambiaria ‘el.resultado si lag cuer-
das subtendiesen una- semicircunferencia?, ! - :
421, Una circunferencia cuyoradio es R estd dividida por . pun=
tos M, M, ..., M, en partes ignales. Cada uno-de los referidos
puntos sirve para trazar desde él un arco do-circunferencia (cuyo
radio es de r) hastd que se corte con otros arcos. trazados desde:los
puntos vecinos (véase la fig. 19). Hallar ol limite de la 1ongitud.de la
linea cerrada resultante cuando n ¢rece -infinitamente. ;
422, Dos citculos de radios R y r tespectivamente (B:>>r), to-
.can el gje OY en el origen de coordenadas y estdn colocados a la dere-
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[ = 2T R

cha del eje (véase la:fig. 20). ;De qué orden, respecto a @, son el seg-
mento infinitesimal MM’ y.el dngulo infinitesimal « cuando z — 07

Fig. 19 Fig. 20

423. El segmento lineal OP une el centro de una circunferencia
con el-punto P, que se halla fuera de aquélla. De ésto trazamos una
tangente PT a la circunferencia. Del punto 7 hajamos una perpendi-
cular, TV, sobre la récta OP. El punto-de interseccién de la recta
OP con la circunferencia ez A. Demostrar que los segmentos AP
y AN son ‘infinitedimales: equivalentes cuando P —74,

424. Enlos puntos extremos y medio-del arco AB de una circun-
-ferencia se han trazado las tangentes v los puntos 4 y B se han unido
por-una cuerda. Demostrar que la razén delas dreas de'dos tridngulos
resultantes: tiende a 4, disminuyendo infinitamente el arco ARB.

'Pmblemas de cdlculo

425.- Partiendo de la equivalencia de las funciones V'1+z—1
¥, ——.x, cuando a0, caleular aproximadainente: 1) V'105;

2) V.9-12;. 3) V260, 4) V1632; 5) V0,31, 6) /0,021

" 426. Mostrar que las funciones J/ T — 1 y z/n-son infinite-
simales equivalentes cuando z - (. Valerse de.ello para calcular
aproximadamente las raices: 1) /1047;2) )/ 8144;3) ¥/ 1.5
4y 3/1080. -Hallar-el valor de las referidas rafces on.. ]a tab!a ]oga-
ritmica.. Comparar los resultados. . . 4

427, Valiéndose de la aqmvalencla do 1n: (1 4 a-) ¥y & cuando

x—.-O valcular aproximadamente los logaritmos naturales (neperia-
-n_os}:de los siguientes ntimeros: 1,015-1,02;-1,1; 4,2.:Hallae los loga-
ritmos: decimalos-de los mismos nimerog:y ¢ompararlos con los datos
presentados: en'la tahla.

4=—0176
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Derivada y diferencial.
Caleulo diferencial.

§ 1. Derivada. Velocidad
de variacién de la funcién

Algunos problemas de fisica

428, Dada la ecuaci6n del movimiepto rectilineo del punto:
s =05t -6,

hallar la velocidad media del movimiento: a) en los primeros 6 se-
gundos, b) en el intervalo de tiempo transcurrido entre el final del
tercer segundo hasta el final del sexto segundo.

429, El punto M va alejdndose del punto inmoévil 4 de modo que
la distancia AM aumenta siendo proporcional al cuadrado de tiem-
po. Al trapscurrir 2 min-desde que comenzé el movimiento, la dis-
tancia 4 M era 1gual a12m. Hallay la velocidad media del movimien-
to: a) en los primeros & min; b) en el intervalo de tiempo .desde
£ = 4 min hasta ¢ = 7 min; ¢) en el intervalo de tiempo desde? = t,
hasta i = i,.

430, Dada la ecuvacién del -movimiento rectilineo:

s=f4,

hallar 1a velocidad media del movimiento en el intervalo de tiempo
desde ¢ =4 hasta £ = 4 -~ At, poniendo At =.2; 13 0;1; 0,03. - |
431 Un. cuerpo efectiia 14 caida libre de acuerdq con la 1ey*s =

'=T donds g'('2 9,80 mfs"‘) es 1a aceleracién de 1a gravedad: Ha-
1lar la velocidad media del movimiento en el intervalo de tiempo desde
t="5 s 'hasta’(¢t 4~ At)s; poniendo - A== 1s;.-0;1s; 0,05's;0,001s;
hallar la velocidad del cuerpo en cafda libre al final del qumto y-del
décimo segindos, 'Obtener la férmula de'la’ velocidad: del cuerpo en
‘¢aida libre para cualquier momento:de’ tiempo £::™ it

. 432, Consideremos una barra  delgadd de estructura heterogenea
AB cuya longitiid L= 20 cm. Lamasa’deun Ségmento A M: aumenta
proporcionalmente al cuadrado de la distancia® entre el ipunto- M
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y el punto A4, siendp Ja masa del segmento AM = 2 cm jiguala 8 g.
Hallar: a) la ‘densidad media lineal dol segmento AM = 2 cm de Ja
harra; b) de toda la barra; ¢) la densidad de la barra en el punto M.

433. La. masa (en g) de una barza ‘delgada de estructura heterogé-
nea AB, que mide 30 cm, esta distribuida de acuerdo coh la ley m ==
= 3 1* 451, donde [ es la longitud de un segménto de la barra medi-
da a partir del punto 4. Hallar: 1) la densidad media lineal de la
barra; 2) la densidad lineal: a) en el punto que dista == 5 cm del pun-
to 4;.b) en el misme punto:-4;-c)en el extremo dela barra; - -

La férmula @ =t +OODDO2 8 - 0,0000003 £ Batahlece
la cantidad ‘de -calos Q (en calm—ias} necesaria para ‘que la tompe-
ratura de 1-g de agua pase de 0 a.-{°C." Calcular :la capacldad ca-
lorifica del agua ‘para ¢ = 30°, £==100°. -

A35%, La velocidad angu]ar de la rotacién uniforme es deﬁmda
como la razén dol dngulo de giro respecto al correspondiente interva-
lo de tiempo. Dar la definicién de la velo¢idad angular de la rota-
c¢ién no uniforme.

436. 8i la desintegracién radiactiva se efectuase uniformemente,
deberiamos comprender bajo la velocidad de desintegracién la canti-
dad de sustancia desintegrada en la unidad de tiempo. Sin embargo,
en realidad dicho proceso se verifica de modo no uniforme. Dar la
definicién de la velocidad de desintegracién radiactiva.

437. La intensidad de la corriente continua es definida como la
cantidad de electricidad que pasa por la seceidn transversal del con-
ductor en la unidad de tiempo. Dar la definicién de la intensidad de
la corriente alterna.

438. Se llama coeficiente térmico de dilatacién lineal de una
barra al incremento de una.unidad de su. longitud al aumentar la
temperatura en 1°C, suponiendo la expansién térmica uniforme.
Pero, en realidad, el proceso se efectia de modo no uniforme. Sea
1 = f (1), donde Les I longitud de la Dbaira, ¢, la temperatura. Dar
la definicién del coeficiente de dilatacién ,lmsal )

439. Se llama coeficiente de traccién del muelle al incremento
de unidad de la longitud del muelle bajo la accién de una fuerza uni-
taria ejercida sobre cada centimetro cuadrado de la seccién trams-
versal del mismo. La trdccidén se supone proporcional al esfuerzo
ejercido (ley de Hooke). Dar la definicién del coeficiente de trac-
¢i6n k para el caso de desviacién: de la ley de.Hooke. (Sean ! la. longi-
tud del muelle, S, el drea de la seccién transversal, P, la fuerza de
traccion, y I = ¢ (P).)

Funcién derivada

440. Hallar el incremento de la funcién y = 2* en el punto
§= 2, poniendo el incremento Az de la variable independiente
igual a: 1) 2; 2) 1; 3) 0,5; 4) 0,1.

4%



52 Cap. III. Derivada y Diferencial

441. Hallar la razon -%y; para las siguientes funciones:
1) y=23—2¥+1 para x=1; Az=01;
2) y:-:— para x=2; Az=0.01;

) y=Vzx para x=4; Az=0,4

Mostrar que evando Az —0, el limite de la referida razén en el

primer ¢aso es igual a 4, en el segundo, -—%— , en el tercero, 4
442. Dada la funcién y = 2*, hallar los valores aproximados de
Ia derivada en el punto x = 3, pomendo SuGaSlVament‘.B Az igual a:

2) 05, b) 0,45 ¢) 0,085 &) 0,001.
443, f(z)=a Hallar ' (5); 7( -2 f'( .32-)
. 4G4, f(z)=2° Hallar £ (1); ' (0); F(=VE); f (_;-)

445, [ (z) = 2% é.En qué punto f (:c) = ' (x}?
. 446. Comprobar la &gméute asercion: para la funcion f (z) = z*
¢s valida la relacién f (a--8) = f (&) + 7 (b).
éBs vdlida esta identidad para la funcion I @)= a2
“447. Hallar la derivada de la funcitn y = sen x para z = 0.
448. Hallar la derivada de la funcién y = lg = para =z = 1.
‘449, Hallar la derivada de la fupcién y = 10* para 2 =0,
450. Es sabido que la funcién f{0)=0 y que cxxsm el limite de

1a expresién “x—ﬂ para # —0. Demostrar que este limite es igual

af (0.
A5l Demostmr el mgmepte teorema: si f (z)y g {z) son iguales
4 Cetb, cuarido x = 0 [f(0) =0, ¢ 10) = 01 y tienen las derivadas,

para z = 0, siendo, o’ (}?‘:0 se tiene

Y i ro
(20 @iz : CEUN

452 Demostear 16 slgluente 51 _f (r) tlene la derwada “euando
@ =igyike tiens et

lim

Py r—=0a

1'}'(3)—“’._':3} __1]- (a)——a_f’ (a}.

S

: 453, Demostrar que la derlvada e una funci6n par eyuna funcién
imga& mlenua&que la dérivada,de una funcién impar es, una’ fun-
‘eibn par

=
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Interpretacion-"geométrica de la derivada - '

454. Hallar el coeficiente-angular de la tangente a la pardbola
y = z*: 1) en el origen de coordenadas; 2) en el punto (3; 5}, 3 en |
el punto (—2; 4),-4} en los pnntos de interseccwn de la tangente con
la recta y == 3z — 2.

455. {En qué puntos es igual a 3 el cuefmlente angulav de la tan-
gente & Ja parahola cibica y = 2% °

456. éEn qué punto la tangente a la parahola y = g7 ‘.l) es para-
lela al-eje Oz; 2) forma un .dngulo de 45° con el ejo. Ox? |

457. Una tangente a la ‘parabola cdbica y = :c’ 6puede formar

un éngulo obtusy con cl eje Oa?

458. {Qué angulos forman al cortarse la parahola y=2ayla
rectah 3z —y —2=0?

459. d?uc dngulos forman al cortarse las pardbolas y = z*
e ¥ =zl

460, ¢Qué angulo forman al cortarse la hipérhola y = 1/z y la
pardhola y = V'z?

461. Escribir la ecuacitén de ln tangente y de lJa normal a la curva
y = z* en el punto cuya abscisa es 2. Fallar la subtangente y la
subnormal.

462. ¢Para qué valor de la variable independiente son paralelas
las tangentes a las curvas y = z* e y = ™

463. ¢En qué punto la tangente a la pardbola y = 2* 1) es para-
lela a la recta y = 4z — 5; 2) es perpendicular a la rocta 22 —~ 6y -+
-+ 5 = 0; 3) forma un angu]n de 45° con la recta 3z —y -1 = 0?

464. Demostrar que la subtangenie correspondiente a cualquier
punto de la pardbola y = az® es igual a la mitad de la abscisa del
punto de tangencia. Valiéndose de esta circunstancia, formular el
método para Lrazar la tangente a la pardbola en el punto dado.

465. Demostrar que la normal a la parabola en cualquier punto
que pertenezca a ésta desempefa la funcién de biseclriz del dngulo
formado entre el radio focal del punto y la recta, paralela al eje de
la pardbola y que pasa por el punto dado.

§ 2. Diferenciacién de las
funciones

Funciones exponenciales

En los ejercicios de este parrafo z, y, 2, ¢, u, v, s son variables
independientes, a, b, ¢, d, m, n, p, g son constantes.
466, Derivar la funecidn:
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1) 32 =5p1; 2 2te—pea?2,522—03240,4;
3) asttbate; &) VEFVE 5) 2Vi—o+ %
6) 08y y—Lr+gzs D iy

8) v" z r

10)
13)
15)

467.

1 (a¥).
468.

469,

470.

n

mazt nx'l/a pl[;:. . 9) mz+nzd-4p |
p+q !

2
0!.1':'?—-;,;;4--;%; 1) @—05)% 12) V(@ —VZ+1);

w4+ 12 —1); 14) 0,5—3(a—x)%
axd 4 bt S-e _'_ 16) (mu+n ):a
@ai-B) = P !

f(z)=3z—2V z. Hallar: f(1); f' (43 f(4) f (4 f(&);

1) =L=%=1 Hallar: f(—1); /(=1 7' @5 ' (5)-

fzy=—— _M. Hallar: f' (-1?)

;f(x} =4 — 5z -+ 22° — 5. Mostrar que
f @ =7 (=0

En los ejercicios 471489 derivar las funciones que se indican.

471.

472.
474,
476.

478,

1) ye= (3% — 3z + 3) (x4 2z - 1);

‘2) y—(xs 33:+2){x‘+z2—1);

4 gﬁ(%_vs)(mfﬂ LA
5 y=(/7+22) (1+ 2+ 3q);

6) y=(2*=1)(z* =4 (2*—9);

7 y=0+V3) 1+V2x)(1+1/3x1

gantl, 473.

z—1 " y_,:x?-.-H :
=L =gy
az-b i xB41 2 __ Jd
y?m- 471, 2= 3[52 ]+[$ 1) ( .’.."
05 | « 1_’:3 2
v=w 4. Y=
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480, Y=t 4817 =2
482. y=— “;’ 483, z:ﬁ

1 " pge
B o= gogrr. 0 1-pp

22zt A - i
 ax4bat a2b?el

488. y= am--bm? * 489' (z—a} {x—b)(::-—c)
490. f (z) = (2242 +1) (xs—m-g-i) hallar # (0) y
491, F(z)=(z—1) (z—2) (t—3); hallar F'(0); F’(i) y F' (2

492. F(5) =g+ -y hallas FO) g F (=1,

s(tlz-i +ETZ; hallar &' (0} y s"(2).

Y@=+ (5—=); hallar ¥’ (1) y ¥’ (a).

P(@)=—¢a: hallar ¢ (2) y ¢’ (0).

496, ¢ (z)= ; hallar ¢ (1).

497, z(t):(]/ 38+1):, hallar 2’ (0).

En los ejercicios 498-~513 derivar las funciones que se indican

498. 1) (z—a) (@—=D) (x~0c) (e—df; 2) {2*+1)% 3) (1—2);
4) (1 4 22)%; 5) (1 — 2% 6) (52° + 2° —4)%; T) (2® — 2)f;

8 (122—246)% 9 s=(0—5+3)"

493.
494,
495,

z--142 1432
10) y= (Z£5)% 1) y=(FZ)5
12) y =(22® 4- 32"+ bz -} 1),
__ {s+4)%
499, vmw. 800, §= o (i .E)z
_1+Vz _ A=V
501. y_i-M/'E' 502, y= o

503. y=)1—2%

505. u=(%)m.\

i
= V—az—-zs ;

509, y— % _"

507.

— a8

504, y={1—23)"
&y

2
“@=Fr
& 1
V =

14z
1/1—: :
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Gl g b
¥ V b4 a? & ¥ v—Y o242
1 5 i
513» D — J
7 R s

3
514, u(v) =@t 4v-+2)% hallar w' (1).

515. y (5)=)/ ZI1; hallar ¥’ (2).

516, y(z)=] i;j; . hallar ¥’ (0).

Funciones {(rigonométricas
En los ejercicios 517 —546 derivar las funciones que sc indican.

517, y=senz-tcosx.

518, Y=gz -
520, p=psen p--cosq.

519, y=-2%.

@£

200 o a ___senti

52. £ ==+ 522. $=TFcost

o xz T Beh.xT
523. v=smaToms " 524 ¥=-Tryus
525. y=cos®z. 526. _z;::%tg*‘x.
527. y=cos x—%cosﬁ - 528, y—3sen?z—sen®z.
529. y=—g-tg3:c—tgx+x. 530. y=xse?z~-tgc.
531. y==sec?x-}cosectz. 532. y=sen 3.
533. y=acos 3. 534, y=3sen (3z+5).
535. y= tg x-é—l W " 536. = Vi +2 tgzx.
537. y;sen%—.-:f-- = 538, y:sei};:.(sml ).
589, y=cos’dr. S . 540 y= "/tg z.
541, y=sen )/ T4 = & B42. y=ctg 1a*
543, y={1-+ sen? n;)_i. oL Dbk y= ]/;l +tg (x -+ —’})

545, y==cos® -1;-—-—%;; & 546, y=sen? (cos 3z).
Va - W
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54’7. Deducir las férmnlas:

(sen™zcos hz) = nsen™ ! z cos (n + 1)z
(sen™s sennz) = rsen"1z gen (n 1) z;
(cos™ zsen nz) = n cogh 1 2 cos (n + 1) 23,

(cos™ z cos nz)' = — n cos™ ™ z sen (n 1) z.

Firiciones trigonnnié:rim inversas.

En los ejercicios 548 —572 derwar las funciones’ que se indican.

548.
550.
552.

550.

. y=aresecz,

y =z arcsen .

y == (arcsen )%
1
V="
_arorosz
=

! 3?659]]1
549, y=——m—.
o Y= Trctesr

551. y=azarcsena-+ ) z—12.
553. yp==zsenzxarctga.

y = (arccos & — arcsen z)".

arceel ©

T

. y=arcsen (x—1).

535, y=| z-arctgz.
558. y= ij:‘% —arctg x.
560. y=—t—.

22 —1
562. y=arccos ;/._.. "

563. y=arclgz* b4, y=arcsen % ’
365, y == aresen {sen ). 566. y=arctg® —1-
=3 T TS /1—-:
567. y=V 1T—(arccos z)2. 568, y=:arcsen "
569. y= % f,"'arcsun V &+ 2z.
870, y=arcsen 1—% .
—cos ¢ sen @

b-tac o R

571. y=arccos E+:c::: 572. y= arcig(z—V 1+442).

Funciones logaritmicas

En los ogercmms 573 —597 derivar las funciones que se indican.

573. y = 2 loggr. 574. y = In® z.

575. y==xlga.

377.
4

¥

z—1

= logex ~

576. y= ]/ Inzx.
578. y=uzsenxlnz.
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1

{—Ins
581. y=m.
583, y=2a"lnaz.
585, y=In(1—2z),
587. y=1Insen z.
589, y=Intgaz.
991, y=In*senz.

y=(1-+1nsen z)™.
y=lnarctg V' 142

L = 'Vlnsan ""'1'3.

580. y= T.:::’
Inz
H82. ¥y= mj .
584. y=V1+Inz.
586. y = In (22— 4x).
588. y=1logz(z2—1).
590. y=Inarccos 2z,
592, y=arctg [In (ax--b)].
584. y=1log, [log; (logsz)].
596. y=arcsen®1n (a3 %)].

Funciones ezponenciales

En los ejercicios 598 —633 derivar las funciones que se indican.

598, y=2%

601, y=—-. 602. ye=z-10%

599. y=10% 600 y= .

603, y= ze”.

3. ox ”
604, y==-. 605. y=3—j;—-—. 606. y=c*cosz.
e 05 T —%
607, y=m 608, y=—— 609. y= Qnx,
610, y=u%—3". 611, y=¥T+é.
612, y= (22— 22}-3) " 613, y=1to.
1—10= . o
614. = 15 10% 615. .r,i'-——-—"_i_—'_:_5
616. y=uac® (cos z+ sen z). 617. y=e*.
618, y == 1023, 619, eVt
620. y:«.:.sen(?") 621, y=3sen=,

622. y=—asen’x,

624, y= 23,.

626. y=sen (efu'—ax_— 2). :
628, y=eVintewrosta,

630, y==ae-t""

623. = gatesen 2z,
- 625:.y gz,
BT yas A0l en o
. 629. y = hl sen Val'('rl.g 83,:;‘
X2

631, y=ae =.

632. y = Ae~%**sen (or 4+ «).” 633. y = a™2".
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Funciones hiperbélicas i
En los ejercicios 634 —649 derivar las funciones que se indican.

634, y=sh®z. - 633, y=Inchaz.
636. y=arctg (th 2). 637. y=th(1—a?).
638. y=sh?z+chiz. 639, y=ch(shz). i
640. y=V chz.  B4l. yeet®y d
642. y=th (Inz). © 643, y=zxshz—cha.
644, y=/ TFUE2P. -~ 645 y=sthE—Lan .
4/ 1ttha

646- Y= | _:—-t'h_x

7. ___ 1/2 1+]/Zth:c
647. y tha + ——'I/ﬁhx’

648, y= ; ch 2x+ ]/x sh2z. 649. y=a%% cosech z.

Derivacidn logaritmica

En los ejercicios 650 —666 derivar las funciones que se indican
aplicando la regla de la derivacién logaritmica.

650. y = x**. 651. y = &%,

652. y = (sena®s®). 653. y = (In x)*.

654. y = (z + 1)¥™. 655. y = 2% sen 2z.

o s 4
636. y= (’“;’i},f)?“- 657. y=zin®,
- (=13 =3 _V——ﬁ
658. V=gt 659, y=} zsenz)/ 1—¢".
1
{—urcsen x m—
660. y= ]/-1—Larcsena:‘ 661, y=1zx=.
2 £ x
662. y=-asen, 663. y:(m) :
664. yzng; 665. y=(z2+ e,
% _ 3 xat4)
666. y= |/ T "m-

Funciones diversas

En los ejercicios 667 —770 derivar las funciones que se indican.
667. y=(14 Y z). 668. y:atg(%—-{— b).
669, y=1/1+V 2pa. 670. y=aretg (z°— 32+ 2).
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709,

671.

673.
675.
677.
679.

681.

683, y—

y=lg{z—cosx).

y=5tg F+ig ¢

y=sen 3 sen 2.
y=—¢f—
y=(V= V )"

§ = g3 (:n?-—x-q- E] h

. et 13
V3 e

672. y=3costz—cos®z.
674. y—;
.V -+ Vﬁ
676, y==senu.etosx
678, y=e-**Inz.
680. y=arctg f..-‘l'-.i_
2-5}03::
682. y=220 %,
xT x
tg = +ctg
684, y=———2.
; _ VES2
686. Y=g
688. y=zavelg )/ z.
690. y=cos2zlnaz.

694.
696.

685, y=sen? % oty %
687. y=1In (1+Va'-‘-+.1;5).
689. y=V1+t1g2x+tg"z.
2 1
691. y=7arclga += arct_gT;% i
692. y=arcsen (nsen x).
693. y=arcsen ) sen .
695. y=—a—) T—zZarcsen x.

697.
699.
701.
703.

705.
706.

707.

711,

W
y = gen? (-—1 _":M ) G

1—=zx
y=arety ‘/ gl

y=wxaresen (ln z).

y:cos':*:'l/'i+sen31.

y-———U 4(003 - 1 S 0,8.1:).2.

Y=z 101&-

y=1narcig T—%—"i'

T Viteentz

¥ f/i +zVE+3..
713. v !

698.
700.

702,
704,

708.

710.”

712,
T14.

i 8
Yy=13 senf 3z — 57 sen® 3.
Arcsen.xr
if = cos -"'2_.
arccos |/ 1 —3x.

y=log; (z° — sen z).

e V=R
y=In ———,
{—ex

Y=t T

i

L roy e
.
Y e

v =.z21/1 -+ V..:.

y=2a° arctg &°.
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715. y= i::‘z‘: 203} 716. -y =arcsen # 4 1T—
s EN
7. g 2HREE T8, = eln%.
719, y=In 1= 720. y=10=te=,
721._.H=sen’~x-senx'3. 722. y-ﬁ. :

728, y=z )/ 1= 724 Y=+ ij:._éa"rctgx.
725, y =203
T T T 8—3z

726. y=V(ea—z)(z—b)— (a—b)arctg ]/ =
sen 3r 1_.:5
727- y=m- 728. =€ 14,
729. y=V " —aF —aarccos =.
780, y=VFEFT=1n (L4 )/ 1+%).
i senfz |, costz
731- ym‘i—_"_-m—]—'_l__tgz.
782, y=In(z+V 21 1)— ]/—x!——i.
733. y=e"(asenz—cosx). 734, y=uwmel-cvsx,
735. ey 736. y=e"(sén3x—3cos3x}.
737, y=37%arcsen x4 (*4+2)Y 1~
Pl pawe 1
V*l +-e~ &
739. y=2arcsen = v,__ —V2-|-4x 28,
740. y=In(e"cosx -+ e senx).
! __ d+4-rarctgz i . 1
741. y-—-——-—vm 742. Ve
743. y=e¢*sen x cos® . Tah. y=y 946 2.
745, y=2~In(2e*+1 4V ¥ 1 hde" 1 1).
. = earetg VITR T %7, y=_
T46. y=earclg (2, A ¥ e
748. y=Intg -—} —ctgeln (14 senz) —a.
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749, y=21n(2z—3) 1—4z%) —6arcsen 2x.
750. y= 3"’,2—1 +1In V14224 arctg 2.

751. V=3 1 (3—ua) VT =3z =%+ 2 arcsen <=

1/_ ;
752. y=Ia (._r sen x]/ L—z2). 753. y= 2V 1T 22senz.
w54,y VERRGDA 15y (A wV.
756, y = ‘}; et x 3t .
757. .y=£{%»}—;%§+%ln _Ltgf :

=- 1—tg %

760. y=zV @ +52VFFE+ 5 In (o VFLE)-
761. y==z (arcsen z)2—2x+-2)/ 1 —aParcsen .
762, y=1ncosarctg ‘x_z A8
1 X E |
763. y= el arctg (o V).

gt In arctg 2

1 1 —1
764. g=§lnw—-———- m ﬁ —1'/."3"".
765. y:ln—1’-/--L‘—ti-_—l/;i;:£ + 2aretg ‘/1—1—:»:'

Vite+Vi1—z
ClE‘E / z~5
- Y= : 767. y=
766 (tg 27) y= l/,/ﬁ
:z+=+1 o 2z—1_
768, -—ln T 21;3 (arctg Vi arctg‘v.ft).
.1:2 —1
769, y=arccos gy TR

PO, | 142 3 -1
770. y=—.1+w+ ln-é_-',l;—f;-;g-l-v arctg v

'771 Demostrar 'que la funmon y=1n e sat:siace la relacmn

zy’+i=e” L ' e B R
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772, Demostrar que la funeién

y:%'—!—‘% sVEFT+ ) 2V e +1
satisface la relacién 2y=zy' 4-Iny'.
773. Demostrar que la funcién y=

cion (1—a%)y' —ay=1.
774*. Calelar las simas

a) 1+ 2 + 32 . .. F na Y,
by 2+ 28z 342 + ... 4 n(n — 1)

arcsen

———= satisface la rela-

Funciones inversas

775. Supongamos que la regla para derivar la funcién potencia}
fue establecida s6lo para un exponente entero positivo. Deducir la
formula para derivar la raiz, aplicando la regla para derivar la fun-
cién inversa.

776. x=ereseny; hallar la expresion para T‘:‘.'E mediante y, median-
te x. )
777, t=2—3s-}5% expresar (}—‘f mediante s.

778, u=%ln iiz ; comprobar la relacidn %-%= 1.

779. Teniendo en cuenta que las funciones arcsen }/ z y.sen? = son
reciprocamente inversas y que (sen 2 z)’ = sen2z, hallar (arcsen J'z)’.

780. Designemos la funcién, inversa a la funcién potencial expo-
nencial y = z%, por el simbolo @ (z), es-decir, supongamos que de
Yy = z* se deduce x = & (y). Hallar la férmula para la derivada de
la funcién y = o (z). i -

781. Las funciones que son inversas a las funciones hipebolicas
son designadas por los simbolos Arsh z, Arch z, Arth 2. Hallar las
derivadas de estas funciones.

782. s=te~t: hallar L.
ds

783. y:%{;-. Expresar % mediante z, mediante y. Mostrar
que es vilida Ia relacion g

I<1.

784, 2=y —4y+1. Hallar 2L,

785. t=arcsen 2*. Hallar la expresién para % mediante s, me-
diante .
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786. Comprobar la validez de la relacién j—'i-%ﬁi, siz ey
se rtelacionan por medio de la dependencia:

Hy=a*+ar+b 2) y=a™

3 y=1In@ —1).

Funciones dadas en forma implicita

787. Aplicando Ja derivacién mostrar que las derivadas de los
dos miembros de la igualdad sen 2z = 1 — cos® = $on idénticamente
iguales entre si. .

788, Aplicando la derivacién mostrar que las derivadas de los
dos miembros de la igualdad

2eentr—1 , cosx{2senz-1)
COS X + 1-+senx =
son idénticamente iguales entre si.

789, ¢A qué es igual el coeficiente angular de la tangente a la

2 2 o =
elipse —xg--i-yT =1 en el punto (1, 2y

790, ¢A qué es igual el coeficiente angular de la tangente a la
hipérbola zy = a (@ = 0) en el punto (a, 1)?

701. ¢A qué es igual el coeficiente anguler de la tangente a la
circunferancia (z — 1) -+ (y 4 8)* = 17 en el punto (2, 1)?

En los cjercicios 792—812 hallar las derivadas de las funciones
y dadas en forma implicita.

792, 5 4 A =1 798, Pyt =ak :

794. 28 + 3% — B azy = 0. 795. y® cosz = a®sen 3z

796. y® — 3y - 2az = 0. 797. y* —2zy + V* = 0.

798, 28 4y = 2yt 799, 2t - az®y 4 bay® + y* = 0.

800. sen {zy) -+ cos (zy) = tg (@ + y). 801, 2% 42 = 277,

802. 2y lny = x 803. & —y = arcsen x - arcsen y.

804. z¥ = y*. B05. y = cos (z + y). :

2 2 2

806. cos(zy)=z. 807, 2% - y¥ == gt

808, y =1 + ze’.

809. w seny —cosy + cos 2y = 0.

gx

1

-

810. tg¥ = :-}E tgfzi'.'

811. y sen = —cos(z —y) = 0.

812, y —z +arotg y. .

813. Mostrar que la  funcién y = définida - por la ecuacion
zy—In y =1, satisface también la relacidn

Pt sy — 1) g =0.
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Aplic&zc'ibr’i’es ‘de la,derivada
814, En la parbola. y == z%-8¢ lan marcado dos puntog cuyas
abscisas son z; = 1, z, = 3. Por éstos puutos pasa la secante. ¢En
qué-punto de:la par&bola la tangente a ésta es paralel.a a la secante
trazada? g
"815. Una cuerda esl,ﬁ t.razads. de manera que pssa por el foco de'
la pardbola y es perpendicular al eje de ésta: Por los puntos de inter-

de: la cuerda -y la. parahola pasan tangentes. Demostrar que
3 cortan .en. 6ngu10 Tecte. -
" 816, Escribir la.ecuaci6n.de la tangente y de 1a normal a la hi-;
pérbola .y = 1/z en.el_punto cuya ahsclsa es T = —1,’2 Hallar la
subtangente y la~ subnormal.

817. Mostrar ‘que el -segmento-de la tangente'a la hipérbola y ==

_—- comprendido entre los ejesde coordanadas estd dividido en ‘dog

partes iguales. por el. punto de contacto. .

818. Mostrar que respecto a la hipérbola. zy = a el drea del tri-
éingulo formado por cualquier tangente y los ejes: de coordenadas es
igual al cuadrado del semieje de la hipérbola, . -

819. Un punto mévil se desplaza sobre una recta. de modo que
su distancia s del punto inicial al cabo de Z3 es igual a s—— —
— 48 4+ 1382,

a) ¢cEn qué momentos se encontrd en el punto inicial el punto

referido?’b) ¢En qué momentos fue igual‘a cero su velocidad?

820. Un cuerpo cuya masa 3 de 3 kg efectia movimiento rectili-
neo de acuedro con la ley

s=1+t+9
s viene expresada en centimetros, {, en segundos.. Determinar la
energia cinética (T) del cierpo-al cabo de 5:s al iniciar el movi-
miento." R

821. El éngulo & de giro de una pnlea én funcién del tiempo ¢
viene expresado por la funcién « = £* 4+ 3¢ — 5, Hallar la veloci-
dad angular para £ =5 s.

'822. Una rueda gira de modo que el &ngulo de gu'o es. proporeio-
nal al cuadrado de tiempo. La primera vuelta ha sido realizada en 8,
Hallar la velocidad angular @ al c.abo de 32 s al comenzar el movi-
miento.

823, El dngulo 6, que se forma al dar; una vuelta una ruada. al.
cabo de ¢ segundog, es igual a @ = at® — bt <+ ¢, donde a, b; ¢ son
constantes positivas.- “Hallar la, velouldad angular @ ‘de la rotacién

ilie ?la ‘rueda. ¢En’ qué momento es igual'a cero 1" velocidad angu-
ar

50178




68 Cap: 111. Derivada y Diferancial

824, La cantidad de electricidad que pasa por un conductor a par-
tir del momento de tiempo £ = 0, secalcula con la f6rmula siguiente

Q= 2* + 3t 1 (culombios).

Hallar la intensidad de cortiente al final del quinto segundo.

825. En la linea y = z® (z — 2)2 hallar los puntos en los cuales
las tangentes sean paralelas.al eje de abscisas.

826, Mostrar que la-linea'y:="a® + 5z — 12 en todos sus puntos
ests inclinada hacia el eje Oz, fofméndosé entre ellos un dngulo agudo

827. ;En qué puntos de la linea y = 2®+4 z — 2 la tangente
a ella es paralela a la recta y = 4z —1?

828. Formar las ecuaciones de las tangentes a la linea y = z —%

en los puntos de su ‘interseccién con el eje de abscisas,

.829. Formar la ecuacién de la tangente a la linea y = 2* 4 3z* —
~- 5, 'perpendicular a la recta 2z —6y 4 1 = 0.

En los ejercicios 830 —833 formar las ecuaciones de la tangente!
y de la normal a las lineas que. se indican.

830. y = senz en el punto M (x,, ¥).

831. y =Inzen el punto M (z, ¥o).

e
832. y=maif|-_-ﬁ...en el punto cuya abscisa es z==2a.

833, yt=: £ (cizoide) en el punto M (zy, yo).

—_
834. Mostrar que la subtangente a una pardbola de n-ésimo ordem,

‘= z es igual a % parte de la abscisa del punto de contacto.

Indicar el modo de construir la tangente a la linea y = a".
835. Hallar las subtangentes y las subnormales a la linea y = 2°,
y® = 2%, zy* = 1. Indicar el modo de construir las tangentes a las
lineas indicadas: :
836. Formar las ecuaciones de la tangente y de la' normal a la
pardbola 2® = 4 ay en su punto (%4, Yo). Mostrar que la tangente en
- el punto cuya abscisa es z, = 2am tiene la sigujente ecuacién z =

837. La cuerda de la pardbols y = #* — 2z 4 5.une ld.-_i"p_iintos'
cuyas abscisas son z, = 1, z, = 3, Formar la.ecuscién de la tangente,
a la parabola paralela a la cuerds.. = . .

838. Formar la ecuacitn de la norimﬂ ala _finea y=_-—."'z_'f;+6
en e‘l’punté cuya abst_:_iég._ 95_. o=38." ik ;
 839,, Formar la ecuacién de la normal & la linea y = —Vz + 2.
en el punto de su interseccidn con.la.bisectriz del primer dngulo.
coordenado. ; .
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840.. Formar'ld ecudcién de la. nermal a la' pardbola y = 2* —
—ﬁz 46 perpendicular-a la recta: qua une el origen: de’coordenadas
c-on el vértice de la pambola :

+ 841. Mostrar que las normales a la linea y = a%' —m-l-i {raza-
das en los puntos cuyas abscisas son :c1 =0,z = —‘l. :c, = 5/2 se
cortan en un solo pumta.’ : !

842. En los puntos de mtarsecclén de la recta z—=y+1=0
y la -pardbola y =g — 42+ 5 estén trazadas las normales a la
‘parabola.

Hallar-el 4rea del triangilo engendrado’ por las normales y la
cuerda_ que subtiende los referidos puntos de mterseomém

843, Mostrar que Jas tdngentes a la - therhoia y o= 3—2 en los

-puntos de su interseccién con los ejes de coordenadas son paralelas
entre si. §o

844. Trazar la tangente a la hipérbola y = —-5- de modo que
atraviese el origen de ct}ordenadas

845. En la linea y = 1+ 75z hallar el punto enel cual la tangente

sea paralela al eje de abscisas.
846, Hallar la ecuacién de la tangente a la linea
@ (2 +y) =d (@—y)
en el origen de coordenadas.

847. Demostrar que las tangentes a la linea y = ’1_4-3?_ trazadas
en los puntos en los cuales y = 1, se cortan en el origen de coordena-
das.

848.- Trazar la norm'tl a la linea y = z'ln 2 que sea paralela a 1a|
recta 22 — %y + 3 = 0.

849. Hallar la dlstancla que media entre el angen de coordenadas
yla normal a la linea y ='¢* 4~ 2%, trazada en el punto x = 0,

850. Construir la gréfica de la funmon y =sen (2z—x/8) y hallar
el punto de interseccién de las tangentes a la graflca trazadas en
los puntos cuyas ghseisas son z, = 0 y z, = 5m/12.

851 Mostrar que la subtangente a la linea y = a®* (donde
a-y-b son-constantes) tiene longitud constante en todos los puntos,/

852. Mostrar que la'subnormal a la lineay = z In (cz) (donde ¢ &8
cualquier constante) en cualquier punto ds la linea referida es la cuar-
ta proporcional a la abscisa, a la- ordenada y a la suma de Iaahscnsn

y.de la ordenada del punto referido.
853. Mostrar que cualquier tangente a la lnea ! """

3 ._. it y:an—z—]/—x——é'&a:z ' e
L
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80 cort&'}mn el eje de ordenadas en un punto equidistante entre el
punto dejcontacto y el origen de; coordenadas.

854. . Mostrar que la tangente a la elipse ~—+--—=‘l en el

;punto_ Mi(zq, yo) tiene la signiente ecuacién %4—5.3'—:: ]

o 855. Mostrar que la tangente a la;hipérbola :’;-:L---ﬂ;=1 en el

wunto. My(z,, yo). tiena la- siguiente ecuacién EE*!__%i'_og:i :

856. Démostrar que la normal a la elipse én cualquier punto que
le pertenezcaldivide en dos el dngulo entre los radios focales de este

¥,
94 4

Fig. 21

punto {véase. la fig. 21). Deducir 6l procedimiento para construir la
tangente y la normal a la elipse.

857. Formar las" ecuaemnes de las tangentes a la hmpéxbola— —
—-— = {; qua sean perpendwulares a la rec,ta 2z + by —3 = 0

858 Una recta pasa por el. ongen de coorder;adas v es paralela. :
a la tangente trazada.a Una curva en um Fu.nbo cualquiera:M de la
misma. Hallar el lugar geométrico P de puntos de intersecciom
da la recta referida con una recta que sea, paralela al eje de: ordenadas

¥ que pase por el punto M. -

Hallir tales lugares geométricos: para a) la pa.rébola = 2pz,
b) la logaritmica y = logs z,"¢)-la -circunferancia - z® + = at,,
d) la tractriz

y:]/-m ..... aln“"l"l_/ai-—»gz
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En!los.ejercicios’ 859=864 hallar os 4dngulos quelse forinan al
cortarse las lineas que se indican. ' )
'859: 1) y $-:+1 B ]

T Sk A | R
i ) y= (-2 e p=br a4
860, 1) z2432=-8 e y*=2z, _
L2 Bt p—de=1y @+pP+2=9.
861. 2% —y*=5 ¥ -:%—l-%a_i'.

862. 224 y2=8az e y==%;

863. a2 =4dj oy ~mponrs.
864, y =senz e y=cosz (0 m). .
865, Formar la ecuacién de la tangente y de la normal a la linea

() +(3)=2

en el punto cuya abscisa es a.
866, Demostrar que la suma de los segmentos formados en los
S ORI

ejq_é- de ¢

cordenadas por la tangente a la curva 22 4y = a2 es igual
a a para todos sus puntos, y i

{ AN - | LTS

3 . 2
867. Mostrar ‘giie el segmento de la tangente a la astroide 28 -
2 £ Is L i -~

g = d’f"" ‘limitado - por los ejes de coordénadas tiene longitud
constanté e igual a a. g
868.7Dembostrar ’'que’ el 'segmento’ de la tangente s la tractriz

yﬁ%lnﬁ.—t— I'az_xz_.'lfaﬂ_:ﬁ

a— Va2—az2

Jimitado por los ejes de ordenadas y el punto de contacto, tiene
longitud-constante.. SR . _
.. -869. Mostrar que para-cualquier punto M (z,, y,) dela hipérbola
equilétera % —y® = 4 el segmento de la normal desde el punto M
hasta el punto.ds.interseccitn con el eje de abscisas es-igual al radio
polar del punto M.

870. Mostrar que el segmento cortado en el eje de abscisas por la

tangente en un punto cualquiera de la curva —:; + -':Tj ‘= 1, es propor-

cional al.cubo de la abscisa del punto. de contacto; I
. 871 Demostrar que la ordenada de cualguier. punto;de-la linea
22%® — z¢ = ¢ (donde c es una constants) es una media proporcional
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rentre la abscisa y la diferencia entre la abscisa y la-subnermal:tiaza-
da a la linea en el mismo punto. ’ 2 s i,

2 2 ; ,
872. Dadas las elipses ':T+_:2_ = 1 cuyo eje 2a-es comiin, mien-
tras que los ejes 2b son diferentes (véase la fig. 22), demostrar que las

&

=

tangentes trazadas en los puntos cuyas abscisas son las mismas, se

'cortan en un mismo punto que pertenece al eje de abseisas. Valiéndo-

se de ello, sefalar un procedimiento sencillo para construir la

tangente a la elipse.

7 873. Mostrar que la linea y = e**

/ sen mz toca cada una de las lineas

y = &%, y = —ée** en todos los pun-
tos gue son comunes para ellas.

874. Para construir la tangente a

la catenaria y = ach-g— se procede

de la manera siguiente: en la_ordena-
‘da MN ‘del 'punto. M, gue ‘sirve -de
—— didmetyo, ge traza ‘una ‘semicircunfe-

Fig. 22

g # “réncia  (véase la.fig. 28) y se marca la
_ cuerda: NP = a; la tecta MPserd la
‘Fig. 23 tangente “buscada.. Demostrarlo; = =

Derivacién  grifica

875, Al pasar la corriente eléétrica por el devanado del- electro-
imén de un motor ha sido medida la ‘temperatura; lo ¢ual ha“dado

‘los siguientes- resultados:
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#| Tiempot foaminy . L %L L. h o Tl usiil a0 | 45i {20 %] 25
;|- Temperatura 8 °C . R | |85 041 46| 49
| Tiempo ¢ (an-:'n_in)._..'. ;'. cierie a0 85— fa0. |as |s0n [ 85
1 Temperaturt 8°C i . . oo . [ 52,5 .5&'5 5675.{- 58| 59,5 | 6f

* Cofistruir, una’ grﬁflca aproxlmada dé la dependencia cuntmua
da la temperatura enfuncién del tiempo. Después de haber efectuado .
“la derivacién gréfica, conatrmr la grafica que muestre’ a qué veloci-
dad varia la temperatura en funcion del tlempo. el
0_ 0027004 ‘005 008 010 02 (Ms
el T
520 Aot .
L i

10—

g.

Fig. 2

876. La fig. 24 presenta la curva de la subida que efectiia la val-
vula de admisién del cilindro de una méquina de vapor (de baja
_presién). Construir la curva de velocidad aplicando la derivacion
gréfica.

§ 3. Diferencial.
Diferenciabilidad ‘de la funcién
Diferencial

877. Hallar el incremento de la funcién y = #* correspondiente
al incremento Az de la variable independiente. Calcular Ay, si z = 1
y Az = 0,1; 0,01; ;Cuél serd el error (absoluto y relativo) del valor
de Ay, si se limita al términe que contienesélo el primer grado de Ax?

878. Hallar el incremento Av del volumen v de una esfera al
aumentar el radio R =2 en AR. Calcular Av, si AR = 0,5; 0,1; 0,01.
¢Cuél serd el error en el valor de Av, sise limita al término que contie-
ne sblo el primer grado de AR?

879. ‘Dada la funcién y = z® -+ 2z, hallar el valor del incremen-
to y de su parte lineal principal que corresponden a la variacién de
z desde z = 2 hasta z = 2,1
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~'880. ;Qué incremento- recnhe la funcién § = 3;’ —zal ‘fiasar el

valorl de la: variable independiente de z,= 1 g z =1,02? :Cuél.es &l

. valor de Ja parte lineal principal correspondlenbe? Hallar la. razén
‘entre los valores segundo y primero.

i "881. Dados la funcibn y.= f(z) y el incremento Az = 0,2 éu
; un punto z, hdllar la/derivadaen el punto z, tomando.en‘considera-
i cién que la parte principal. correspondlente del incrémento ‘de-la fun-
!eibn resulté. igual a 0,8.. L. .. °. e el

882, Sea dada la funcién 7 (a i
al incremento de la variable indep 70,2 le con'esponde
“la ‘parte principal del in¢rement b _df (@)=
"Hallar el valor inicial’.de:la variable, mﬂependlente N

883. Hallar el incremento y la diferencial de la funcién y = x’ —
—z para =10 y Az=0,1. Calcular los errores absoluto y relativo
que se obtienen al sustlt.ulr el mcremento por la diferencial. Trazar
la gréfica.

884. Hallar el incremento y la dlferencml de la funcién y = Vz
para z = 4 y Az = 0,41. Calcular los errores absoluto y relativo.
Trazar la gréhca.

885. y = 2® — 2. Para z = 2 calcular Ay y dy, dando a Az los
valores Az = 1; Az = 0,1; Az = 0,01. Hallat los valores correspon-
dientes del error relativo

IM—G‘UI
$e Ml

886. Para la funcién’ y'= 2%, cuandd z = 2 y Az = 0,4, hallar
graficamente (trazando la gréfica en papel milimetrado a gran esca-
Ia) el incremento y lu diferencial y calcular los errores absoluto
y relativo al sustituir el incrémento-por. 14 :diferencial.

887. El lado de un ‘cuadrado ‘midé 8 cm. jEn ‘cudnto aumentara
su drea si cada Jado $¢ prolongaient a).1.cm;. b): 0:5 cm; c¢) 0,1 cm?
Hallar 1a parte lineal principal®del incremento del drea del cuadra do
y valorar el error relativo (en tanto por ciento) al sustituir el incre-
mento por su_parte principal.
' 888, Es sabido’ que al aumentar-cada:lado’de. un' cuadrado en
0,3 emla parte lineal: principal ‘del incremeito;del ‘drea constituye,
‘2 4 cm? Hallar-la parte lineal ‘principal-del increniento del frea’que
curresponde al increman’oo da cada lad en"a) 0,67em; b) 0, 75 cm;
c} 1,2 -cm. ;" :

889, Hallar*la dxferanmal de la funcwn

mirg )5
nOoBYE 245 9 Tﬁ 43 7, 82 1.f"
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11) (@*+ 4z 1) (a*—V;); 1) ZEL 3] e

i
2 i l
'.'l‘i) {1+x—x’j3 tgz'a:: 16} 5In tg = 17)2 co_sx;

18y 1utg(———‘)-=§' 19) X220 20§ Y arcsen s 4 (bretg ')
21)

[

3 rcsenz 4arctgz+ —«amsx—-;—arctgx,

22J' 3 f“ +3x —4 V::
890, Galcular el valur de la d:ferencla] de la funcién:

1) y_'w al- varzar Ja- vanahie mdependlente desde z——g—

hasta z_-ﬁéf, 2) y= cos’tp al’ variar ¢ desde ©0° hasta 60°30';

8) y=sen2¢ al variar ¢ desde - hasta Sis 4) y=sen3p al

variar @ desde —— hasta %’S—’ 5) y= san% al yariar 6 desde :—
Sz Vi .. . i
hasm —-aau—_ o : aw i .
804, Hallar el valor aproxu:nado «del mcremento da la Efuncmn-
¥ = senz al variar z desde 30° hasta 30°1%. ;A quéies.igual sen 30°1?
892. Hallar el valor aproximado-del-incremento. de ,la Juncidn
= tgz. al variar x desde 45° hasta 45°10°, = .
893, Hallar el valor apronmado del mcremento de la fum:wn
1+:;: z} al variar z desde} R 100
894, p==k]/cos 2cp. hallar dp.

895 y =37 +§2= 4-6VZ, Caleular dy para z=1 y dz=0,2.
896. Calcular aproximadamente sen 60°3’, sen 60"18 Comparal*

los resultados obtenidos con los datos tabula.res

b=

897. Comprobar que la funcién y= :T-}:nnl_z satisface Ia rela-
cibn 222 dy == (2*y*+1) dz.
898. Comprobar quela funcién y definida porla ecuacién arctg J=

=InV'z* F %, satisface la relacién z (dy — dz) = y (dy -+ dx}
899. f (x) = evixti=x, Caleular aproxl.madamente f (1,05).
. 900. Calcular erctg. 102' arctg 0 97
/OS5
902. Calcular aproxunadamente arcsen. 0, 4983
903, Si la- longitud dejun “hilo-pesado: (cabla ‘cadena) (véase la
fig. 25) es-igual a 25, el medio tramo es I,.y la flecha és igual a f,

801, Calcular aprommadamente
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Se tiene la igualdad aproximada
2
s=1(1+5%)-

a) Calcular qué cambio sufre la longitud del hilo al variar su
flecha en la magnitud df.

b) Tomando en cousideracion la variacidn ds que sufre la longi-
tud del hilo (por ejemplo, al alterarse la temperatura o la carga),
decir qué cambio se opera en la flecha debldo a ello.

. { !

Al ¥
\f//
28
Fig. 25

904. Cuando se calcula un dngulo por su tangente y por su seno
<on ayuda de tablas logaritmicas, se cometen errores, Hacer un
paralelo entre éstos, es decir, comparar la exactitud de los resultados
obtenidos para el dngulo z con las férmulas igsenz = y ylgtgz = 2
i y y z son dadas con errofes iguales.

905. Al efectuar cleulos téenicos se recurre; muy a menudo, a la
reduccién de n y V7 ( g ‘es la aceleracién de la gravedad) en el caso
«en que uno de estos nimeros estd en el numerador y el otro, en el
denominador, {Cuil es el error relativo que se comete?:

906. Expresar la diferencial de la funcién compuesta por medio
de la varmb]e independiente y su diferencial:

1

1) y= FF52; z=P+ U+ 2) s=cosPz, z=—p—;
1

3) z=arctg v, v-?l‘-; 4 v=3"7%, z=Intgs;

5) s=e*, z._=.-zi--}nt, {=2ut—3u4-1;

6) _y=in tg 3 = ,° u=aresenv, . v =c0s.2s.

szermcmb:ltdad de las fum'wnes

907. La funcién y = | | es continua para cualquier z. Com-
iprobar que no es derivable cuindo z = 0.

908.  Efectuando un anélisis, decxr si la funcién y = | = ] para
2z =0 es continna y derivable.;

909:-La funcibn f (z) estd deflmda :de la manera sxgumnta
f@=1+zparaz<;fla)=zparal<z<<iyf(@=2 =
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ara- 1@..«: <2 yuf(z)="8z ==z para x> 2, Averiguar si la
Suncidu f(a:) 88 cnntinua y aclarar la exlstencm y la continuidad
de .f"(2):

910: La funcmn ¥y = |sen .1:| s c-ontmua para cnalquler z.
‘Mostrar que noes: derivable cuandoxz = 0. dExisten otros valores de
la.'\rarmbla independiente para los cuales la funcién no sea derivable?

911 Averlguar 31 la funclén y = e—T’Fl es contmv.a y derlvahle
'para’ & —-3'0 * 1

92, fz) = .tgsen —_ para. :cs&-ﬂ. f‘(O} =30. gEs denvabl_e la fun-

c:6n f{z) cuando. zHO? _
of3. f(x)= Mp&m s940, £(0)=0. gBs- derivable.y

continua la funcién f(:c) “cuando z==0?

914, Dada la funcién f (z) = 1 - /(x —-»1)3 mostrar que la
parte lineal principal del ineremento de la funcidn no es susceptihle
de ser despejada cuando z = 1 y, por lo tanto, la funcitn f (x) no
tiene derivada para z = 1., Dar la intepretacién geométrica del re-
sultado.

915. 7 (z) = z arctg —~para 2550, f(0) = 0. {Es continua la

funcién f (2) cuando z= 0? ¢Es variable? Dar la interpretacién geo-
métrica del resultadcl

916. f(z)=

para 550 y f(0)==0. ;Es continua la
1-}-.‘.’_“" )
fancidn f{z) cuando z=0? ¢(Es derivable?

§ 4. La derivada como velocidad
de variacién (otros ejemplos)
Velocidad relativa

917. Un punto se mueve sobre la espiral de Arquimedes p = ap.
Hallar la velocidad de la variacién del radio polar p respecto al
éngulo polar 'p.

918. %11 punto se mueve sobre la espiral logaritmica p = e°®.
Hallar la velocidad de la variacién del radio polar si se sabe que
gira con velocldad angular .

* 919, "Un "punto' se mueve sobre la cicunferencia p = 2r cosg.
Hallar la valomdad de la variacién de la absgisa 'y la ordenada del
punto si el radio polar-gira con velocidad angular o. En este caso
el eje polar desémipeda la funcién del de lad abseisas, y el polo ha de
ser considerado como el origen del sistema de coordanadas cartesianas.



76 Cap. III, Derivada y Diferencial

920. ‘Un:circulo, de radio R rueda, sin deslizarse; sobre una recta.
El centro del circulo. se-mueve con velocidad constante v. Hallar la
velocidad de la variacién de la abscisa z y la ordenada y para um
punto que pertenece ‘al-limite del circulo.

921. La presion barométrica p sufre alteraciones: al variar/Ja

altura k de acuerdo conla funcién In -2 =ck, donde g es Ja presi6n

0
normal y ¢ es una constante. A la altura de 5540 m la pres:én ‘alcanza
la mitad de la normal. Hallar la velocidad de la varlacmn de la
presién barométrica en funcién de la altura.”

922. Entire y y z existe la relacién y* = 12z, El argumento z
crece uniformemente a una velocidad de 2 unidades por segundo
‘¢A qué velocidad auménta y cuando 'z =37 - ;

923 La ordenada del punto que describe la mrcunferencm
%* + y® = 25 decrece con una velocidad de 1,5 em/s. JA qué veloci-
‘dad varfa la abscisa "del punto cusndo la. ordenada léga a ger 1gua!
a 4 em?

924, YEn ' qué punto de la allpse 162® +4- Oy? = 400 la ordenada
‘decrece con la mismia velocidad ‘con que crece la abscisa?

925. El lado de un cuadrado aumenta con velocidad v, Cudl
es la velocidad de la variacién del perimetro y del drea del mismo en
el momento en que su lado llega a ser igual a 4?

926. Bl radio dé un ¢irculo cambia con velocidad v. dCuél es la
velocidad de la variacién de la longitud de su circunferéncia y de}
4rea en el momento en que su radio llega a ser igual a r?.1

927. El radio de una esfera cambia con velocidad v. {Con qué
velocidad varfa su volumen y su superficie?

928, ¢Para qué valor del 4ngulo su seno varia dos veces m4s lento
que el argumento?

929. {Para qué vaior del dngulo son 1gua]e__s las velocidades de
la variacién 'de su seho’y.de su tangente?.".

930. La velocidad del erecimiento. del seng awmentd en n veces.
- ¢Cuéntas veces aument6 la’ velocidad 'del ‘erecimiento de la tangente?

931. Supongamos que el volumen del trofico de un érbol es pro-

orcional al cubo de su didmetro ¥ que’éste crece de afio en afio uni-
: Frmemente Mostrar que la velocidad del .crecimiento del volumen,

siendo el didmetro, igual a 90 cm;-es 25 veces mayor que la del creci-
miento para’el caso del’ dlémetro igual a 18 cm.

“Funciones- dadas en forma: pa’mmétrica

-932. - Probar- 31 un punto dade por. 1as' coordenadas cartesianas
estd en la linea cuya-ecuacidn se da.en, forma paramétmcn &) Esté
.l purito (55 1) sobre la_ mrcunferencaa z =2 + 5 cos. tpy = —. +

45 sen 47.b) ¢Estd el punts (2, V/ 3) sobre la, eircunferencia- z ==
= 2 cos-f, =2 gen ? °
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933. Construir las graficas de las funciones dadas en forma para-
métrica: - ;

a)z=238cos t, y=+4senty b) z=1"—2 y= 24 2

&) z=cost,y=t+2sent dz=2" y=(+1).

'934. De las ecuaciones que dan la funcién'en forma paramétrica

eliminar el pardmetro: -7 - - Y s
1)1z = 3¢, g == 6t =% 2) z= cos I, y ==sen 2t; >
iz = B+, y =14 4) 2 =¢ —sen P, y=1—cosp;
) .z.= tgt, y = sen 2¢+ 2 cos 2t g '
935. Hallar el valor del pardmetro que corresponde a las coor-

denadas dadas del punto scbre la linea cuya ecuacion se da en forma

paramétrica: ik .

Y 4) z=3 (2co8 t —cos 2t), y =3 (2 sen t —=sen 2t); (~9, 0);
2) p=+2 y==0+1 3 2 : .
3z =2 tgt, y=2 sen® - sen 26; (2, 2);

Hae=—1, y=2 =1 0, 0. :
En los ejercicios 936 —945 hallar las derivadas de y respecto a z.

936. x=acosq, y=>bsen g.
937. z=acos’ @, y="bsen’ p,
938, z=1qa(p—sen ¢}, y=a(l—cosg)
939, z=1—1%, y=t—12,
1 I |
940. zrstt : y=‘t "
941, z=In (14123, y=t—arctgt.
942, z=q(1l—senq), Y= QoS Q.
148 o A
e R = G =
944, z=¢'sent, y=¢e' cost.
__Bat __ Bat®
. 945, &= y=t3a"

En los gjercicios 946 —949 hallar los coeficientes angulares de las
tangentes a las lineas que se. indican.

946. 2 = 3 cos ¢, y = 4 sen ¢ en el punto (31/2/2, 2VD).

947. x =t —1tt, y= — en el punto (0,0).

98. =+ 1, y=£+t-+ 1 en el punto (1,1).

949, x = 2 cos ¢,y = sen t-enel punto (1, =) 3/2).

+950. Para la linea dada. ‘paramétricamente 'mostrar’ la-relacibn
entre ‘el pardmetro ¢ y el dnuglo o que forma la tangente d la linea
con el eje de abscisas. =
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{ x=co8t-sen 3—%603!,
1)

2
y=sent—{eos t—«%sent:
2 x=a cos't, y=a sen’i;

3) 2=acos t)/ Tcos %, y==asent )/ 2cos L.

951. Comprobarquela funcién dadaen formaparamétrica median-
te las ecuaciones z = 2¢ - 3¢*, y = ¢* - 2¢® satisface la relacién

y=y*+2"° (la prima denota la derivacién con respecto a z,
oAl
esto es, y' = _k).
952, Comprobar ‘que la funcién dada en forma paramétrica

mediante las ecuaciones :c——';f,-—’-._ y=';:T+'f' satisface la rela-

cion zy? =14y (y -ﬁ) ;
953, Comprobar que la funcién dada en forma paramétrica median-
te las ecuaciones z ==ch 2{, y = sh 2t satisface la relaciém
d,
w —z=0(y =)
954. Comprobar quela funcién dada en forma paramétrica_me-
diante las ecuaciones

——d g VIFE o B
7 o R B -

satisface la relacién pl)/ T-+y% =y’ ( Y = .gg-) :
955. Comprobar que la funcién dada en forma paramétrica

_mediante las ecuaciones z= 1'};21“ , U= 3+Elm satisface la rela-

cion: yyt=2zy'2 -1 (y - ) =
956, Hallar los dngulos que se forman al cortarse las Tineas:
' T2

i e it o
s z =g C08, _ 5 {x'=a-—cosjrp' s PTTRE,
VY™ YN g ) y_%_aaemp. y g _atVE

y:TSBTI.t" =Txe

957. Mostrar que cualqulara que -sea: la pomczén del clmulo ge-
nerador de una cicloide, la tangente yila normal en el punto.cores-
pondiente de la cicloide pasan:por su punto superior e inferior, ress
peotlvamente
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958. ‘Hallar las. Iongltudes de la tangenw la normal la subtan-
gente ¥ la subnormal & la cardioide: ot o _ y

z=a(2 cost’ —cosQ:) ¥ a(2 sen t——sén 21)

en un punto uualqulera de ésta.
959. Hallar las longitudes -de la tangente, la normal, la subtan-
" gente, la subnormal a la astroide.

z = a sen’, y = a cos’t

en un“punto cualquiera de ésta..
© 960. Demostrar que la tanganta a la circunferencia z* + y* = a®
es, al mismo tiempo, la normal a la evolvente.de'la mrcu.n.ferencl.a

z = a (cost + ¢sen i), y—a(sent—nscost)

961. Hallar las longitudes de la tangente, Ia normal, la subtan-
gente y-la subnormal a la evolvente de la mrcunferencla (véanse las
ecuaciones de. ésta en el ejercicio anterior)..

962. Demostrar que el segmento de la normal a la curva

x = 2a sent - a sen £ cos® ¢, y= — a cos? £,

limitado por los ejes ‘de coordenadas, es igual a 2e.
En- los ejercicios 963 —966 formar las ecusciones de la tangente
y la normal a las lineas que se indican en los puntos citados.

963. z=2¢'; y=¢" ' para £=0.
964, z—sent, y=cos 2t para ¢t=m=/6
965. z=2Inctgt+1, y=tgtfcgtt para i=n/4
f3at Sa2
- 966. 1) [x"_'ll-;tz Vi y_=‘-T3_F£—z para {=2;
z=f(lcosi—2 sent), - "
2 { y=t(tsent+2cos), PO° i i
3) a=sent, y=a* para =0,

967, Mostrar que en dos puntos-de la cardioide:(véase al ejercicio
958), los: cuales corresponden a los valores del pardmetro t que se
diferencian en -—:— m, las tangentes son paralelas.

968. Demostrar que si las lineas'OT y ON son las perpéendicula-
rés bajadas ‘desde el origen de coordenadas hasta la tangente y la
normal & la astroide en cualgquiera de sus puntos (véase 6l e]ermcm
959), ‘se ‘tiene

4.0T* + ON® = a2
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- 969: Hallar la longitud de Ia perpendlculsr ha]ada desde el
ongen de coordenadas hasta la tangente a lalinea

2z = a (3.cos t + c0s.3f), 2y = a (3 sen £ - sen 3¢).

Mostrar qua 4p® = 3p® 4 4a?, donde p es el radio polar del punto
dado, y oS, la longimd de dicha perpendicular.

Velocuiad de la variacién del radio polar

970. Dada la circunferencia p = 2 r sen g, hallar el angulo 8
iormadc por el radio polar y la tangenta y el dngulo & que forman
entre 51 el eje polar y la tangente.

971 .Demostrar-que para la parébd]a p=a aecz—l- la suma: da los

éngulos formados por la tangente con el radio polar y el eje polar,
3 igual 'a-dos dngulos rectos. Valiéndose de esta propledad construir
la tangente a la pardbola,

© 972. Dada 1a linea p=a sen® - q’ (concoide), mostrar que o =48
{las dealg-namones son las que se dan en el ejercicio 970).
973. Mostrar que dos parébolas p=a sec? q) v p=~5b cosec? 323-

sg cortan -formando un dngulo recto.
974. Hallar el valor de la tangente del angulo formado entre el
eje polar y.la tangente a la linea p = a sec *p en los puntos en que

975. Halla_r la I:a_n'gen'te del 4ngulo formado entre el eje polar
y la linea tangents en el origen de coordenadas: 1) a la linea p = sen®p
2)-a la linea 'p = sen 3¢.

976. Mostrar que. dos -cardioides p=a (1 -+cos @) ¥y p=
=a (1 —cos ) se cortan formando un dngulo recto.

977. La ecuacidn;‘de la linea en las coordenadas polares es dada
en forma paramétrica: p = f; (¢), @ = /, (f). Expresar la tangente del
4ngulo B formado entre la linea tangente y el radw polar, como
funcién de ¢.

~ 978. Una linea viene dada mediante las ecuaciones p = af®,
@ = bt®. Hallar el &ngulo entre el radio polar'y la tangonte

979. .Dada la elipse .z = @ cos-#; y =.b sen ¢, expresar elvradio
polar-p v el ngulo polar ¢ como: funcién del parametm t. Valiéndose
de la forma asi obtenida para dar la ellp.se calcular el éngulo forma-
do entre la tangente y el radio paolar.' =~

Se llama subtangente polar-a.la. proyeccion 'del segmento de la
tangente desde el punto de contacto hastasu interseceién con:la per=

endicular levantada_.al radio polar: en el polo, sobre dicha perpen-,
dicalar. De andloga manera se define la subnormal po!ar ‘Tomando
esto’sn consideraci6n, resplver Ioa prohlemas de_los a]erclclos 980 —

984"
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980. Deducir la f6rmila “para la siibtangenté polar y la subnor-
mal polar de la linea p = 7 (¢).
981. Mostrar que la longltud de la subtangenm polar de la espiral

hiperbélica p =L o5 constarite:

982, Mostrar que la longitud de la suhnormal polar de la esp1ral
de Avquimedes o = ag' és constante.

983. Hallar la longitud de Ia suhnormal polar de la espu‘al loga-
ntmma p = a%.

1 984: Hallar la’ longltud lie la subnormal polar de la espiral lo-
gamtmica p =a%

Velocidad de la variacién de la longitud

En los sjercicios 985 —999 s designa la longitud del arco de la
linea correspondiente.

985. La recta y=az+b; o= =?
986. La circunferencia z2+ i =r?; %=?

987. La elipse —5 +fz =1; Lis-;r-_.i’

988. La parahola y* = 2pz; ds =17

989. La parabola semiclbica y* =az®; %=?
990. La sinusoide ¥ = sen x; ds = ?

991. La catenaria y= -———(y-:ch x); —-—'r'

992. La circunferencia z=rcost, y=rsent; =7

ds
L7
993. La cicloide z=a(t—sent); y=a(l—cost); —a?=?

994. La astroide z = a cos¥, y = a sen’; ds = ?
995. La espiral de Arquimedes z = atsen ¢, y = at cos ; ds = ?
z=0a(2cosi{—cos2t),

y=a(2sen¢—sen 2t); ap=1

996. La cardicide {
997. La tractriz
x=a (cost—i—intg%) . Y=asent; ds=7?
998. La ovolvente de la circunferencia
r=a(cost-isen t),y:zz{sen:—tcost].;%=?
999. La hipérbola 2 =ach i,y =asht ds=7?
60176
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Velocidad del movimiento

1000. Una escala, que mide 10 m de longitud, tiene apoyado su
extremo superior contra una pared vertical. Su extremo inferior se
halla apoyado en el suelo y se desliza apartindose de la pared a 2 m
por minuto. ¢A qué velocidad va descendiendo el extremo superior
de la escala cuando el inferior dista 6 m de la pared? ¢Cual es la di~
reccion del vector de la velocidad?

~4004. Un tren y un globo aerostdtico parten de un mismo punto
simultdneamente. El tren se traslada a una velocidad wniforme de
50 km por hora. El globo sube (también uniformemente) a 10 km por
hora. dA qué velocidad se aparta el uno del otro? ¢Cudl es la direc-
cién del vector de la velocidad?

£002. Un honibre de 1,7 m de estatura se aléja, a 6,34 km por hora,
de una fuents luminosa que se encuentra.a 3'm de altura. A qué
velocidad se traslada la sombra que proyecta su cabeza?

1003. Un caballo corre a 20 km por hora a lo largo de una circun-
ferencia en cuyo centro se halla un farol. En el punto jnicial de la
carrera del caballo esté situada una cerca que sigue la direceién de la
tangente a la circunferencia referida. ¢A qué velocidad se desplaza
la sombra del caballo a lo largo de la cerca en el momento en que
éste ha recorrido 1/8 de la circunferencia?

¥l
v A
8 4 q
72—
Fig. 26

1004. La fig. 26 muestra, de manera esquematica, el mecanismo
de manivela de una méquina de vapor: A es la cruceta, BB’ son las
correderas de la cruceta, AP es la biela, P es-el gorrén de manivela,
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@ es ol volante. El volante, de radio R, gira uniformemente con
‘velocidad angular ©. La longitud de la biela es igual a . éCudl es la
velocidad que tiene la cruceta al desplazarse, en el moments en que

. el volante ha girado un angulo «? bl
~ 1005. Un-volante que habia dado 80 vueltas por minuto quedé

"roto. El radio del miismo' mide 0,9 m. Su centro se halla levantado

~por sobre el suelo, la-distancia_entre ambos,-en linea vertical, mide

1 m. ¢Cudl es la velocidad a que efectuard su cafda hacia“el suelo
el pedazo roto (designado por la letra 4 en la fig. 27)?

§ 5. Derivacién sucesiva
Funciones dadas en forina explicita

1006. y = 2* —3z 4 2; 3" =7
1007. y =1 —z® — 2% 3"
1008. f (2) = (x + 10)% " (2) =?

1009. f (z) = 2° — 4o + 43 IV (1) =?

1010. y = (2* +1)% p" =1 1044, y = cos®z; y" =1

1012, 7 (@) = *Y ["(0) =1 1013. f (z) = arctga; /" (1) =17

1044 f(2) =2 1¥ (@) =2

1015, y=2'lnz; PV=? 1016, f(2)=—m; y' (2)= "

1047, p=asen 2¢; g;ﬂ =? 1018. y='“"; ym=72

i+z
En los ejercicios 1019 —1028 hallar las segundas derivadas de las
funciones

1049. y = e, 1020. y=T:{IT.

1021, y= (1 2% arctgz. 1022, y=Va?—a=.
1023, y=In(z4 VT 2. 1024. y— “+':l/-; :

1025, y=eV=, 1026. y=1)1—2zarcsen 2.

1027. y = arcsen (a sen z}. 1028. y = 2%,
En los ejercicios 1029 —1040 hallar las expresiones comunes para
las derivadas de n-ésimo orden de las funciones:

1029, y= e, 1030. ¥= e,
1031. y=sen ax -+ cos bz 1032. y=sen?z.
1033, y==ze, 1034, y==z1nz.

B*
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1035. Y=z 1036. y=1n(az4-b).
1037, y=log, =. 1038, y=——r-

1089,y 1040. y= sen*z +cosé .

1041, Demostrar que la funciébn y = (z* —1)" satisface la
relacion : :
(2* — Dy™® 4= 2zy™0 —n (n + 1y = 0.

1042. Demostrar que la funcién y = € sen z satisface la relacion
" —2y" + 2y =10, mientras la-funcién y = e~" sen = satisface la
relacion y" 4-2y' - 2y = 0.

1043. Demostrar que la-funcién y == :;2 satigface la relacién
zy!s L (y =— 1} yu‘

1044, Demostrar que la funcién y =1/ 2z — z° satisface la rela-
cién y%y" +1=0. :

1045. Demostrar que la funcién y = e 4 20" satisface la rela-
cién y* — 13y —12y =0.

1046, Demostrar que la funcién y = eV + ¢~ V= satisface la
relacién zy" -+ —;-y’ -—-i— =10,

1047. Demostrar que la funcién y = cose® - sen ¢* satisface la
relacién y* —y 4 ye** =0.-

1048. Demostrar que la funcion

; y = A sen (ot + o) -+ B cos (0t + o)

{4, B, o, 0, son constantes) satisface 1a relacién

2
=+ =0.

1049. Demostrar que la funcién

a,e™ + a6~ + agcos n% 4+ a4 Sen nx
- I 3 k - 3 E R

{a;, 84, 44, &, n son constantes).satisface la telacidn -d—;’,— = n'y.
= 1050, Demostrar que:la funcién iy’ = gen (n arcsen z) satisface la
velacién (1—a?) y" —azy + ity =0, 5o

1051, Demostrar que la funcién esarcsen satisface la relacion
(1 —a? y" —ay —aly=0. 7 5

1052. Dewostrar que la funcién y==(z4-V 2+ 1)* satisface la
relacién (14 22y -+ay' — Py =+0.

"%
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Il‘ 3 r
1053.' Demostrar que la expreswn S==--:- ?(_) no varia

si sust1tu1_mos y por ; ; esto es, si ponemos y=-r 90 tieno %1,_

- (-§-) =g.
a2 oy a2
i054- ‘Sea dado- y:-}'(x} EXPI‘ES&I -s.'g—i-medlan-ta - }, d:'; .
3

) N : 14y 2 i
Mostrar que la formula Rm% eg susceptible de ser redu-

cida a la forma
1

2
RT= : ] +
Kl

d%y diy
(=) (&)
1055. Sea dado F (z) = f (z) ¢ () siendo f' (z)¢’ (z)= C. Demos-
trar que

o
3

B Ly g 26 o FR I
=ty tie? T Ty

Funciones dadas en forma implicita
1056. b4 a%y? = a®b?; 'Ez—z':’?
1057, a24-y2==r; —-——? 1058. y=tg(z+y); 'ﬁ's'"?

1059, s=1-12e% —d?_;-_u.‘r‘ 1080. y° -+ 2* — Bazy =0; v Yo

1061. y=sen (c4y); ¥ =? 1062, &V=uzy; y'=?

1063. Deducir la formula para la segunda derivada de la Iuncmn
inversa- a la dada y = f (x):

1064. eV 4 zy = e; hallar y” (z) para z = 0 5

1065. y°=2pa; hallar Ia oxpresién k= —

VU+H’2}’
1066. Comprobar que de y?-4z*= R? se deduce km—}}—, donde

[k
VaFyEs
1067. Demostrar que si
az® 4 2bxy 4 cy* + 28z 4+ 2y + h =0,

se tiene
dy ez by+g oy 4
T vt/ Y @ T GrteytP

donde 4 es una constante gue no depende de -z e y.
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. - A
1068. Demostrar que si (@ -} bz)e® = z, se tiene

a® iﬂ -(z-g-—y)z.

Funciones dadas en forma paramétrica

dlz
1069. z=a,  y=bf;  TE=?
1070, z—=acost, y=aseni; d::!i =7
. 2%
1071. r=acost, y=‘-bﬂanf., -&-z'a—.'.:.
1072. z==a(p—seng), y=a (1 —cos ¢); %=?
1073. 1) .T:':ﬂ.ﬂﬂsst, y=ﬁseﬂ3£; %=p
2
2) z=acostt, y=asentl; ;ﬁ-:?
2
1074. 1) z=1nt, y=£2—1; %f_fz_:_?
2) z=arcsent, y=In(1—2); %}:?
1075. 2 =atcost, y=atsent; %=?
1076. Demostrar que la funclén = f (x} dada mediante las
ecuaciones P“amﬁtﬂws y = e’ cos {, z = ¢ sen ¢, satisface la rela-

cidn ¥ (z -+ 1) = 2 (zy' —y). ]
1077. Demostrar que la funcién y = f (x) dada paramétrica-
mente modiante las ecuaciones y = 3t — 8, = = 3f* satisface la

relacidn
36y" (y —V3) =z +3.
1078. Demostrar que la funcwn dada paramétricamente medlante
las ecuaciones
& = sen {, y = gen ki,
satisface la relacién.
(i—zz} —_— —-l-kzy 0.

1079. Demostrar que si
z ==f{l)cost —f (t) sen t, y = f (¢) sen £ + [ (t) cos ¢
se tiene '

dst = da® + dg® = If (1) + /" ()1* de. - )
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Aceleracién del movimiento

1080. Un punto efectia. movimiento reetilineo, siendo s—-ﬁt“

— t+5. Hallarla aceleraciona al finalizar el 2° segundo (s estii oxpre-
sada en metros; ¢, en segundos). -

1081. Un mov1mlentn rectilineo se efectua de acuerdo con la
formula s =% ~ 4¢ -+ 1.

Hallar 1a velocidad y la aceleraclén del movnmlanw

1082, Un _punto efactiia movimiento rectilineo, siendo s=-%><

X sen f;- + s,. Hallar ¥ accleracién al finalizar ¢l primer segunde
(s estd expresada en cm, ¢, en 8).

1083. Un punto efectiia el movimiento rectilineo, siendo s = 17
Demostrar que el movimiento del punto es retardado y que la acele-
racién a es proporcional al cubo de la velocidad v.

1084, Una viga pesada, que mide 13 m, se
hace descender hacia el suelo de la manera siguien-
te (véase la fig. 28): su extremo inferior estd
sujeto a una vagoneta, mientras que el superior
ge mantiene fijo con un cable devanado en un
cabrestante. El cable va desenrolléndose a 2 m
por minuto, éQué aceleracién experimenta la
vagoneta cuando se aparta rodando, en el mo-
mento en que dista 5 m del punto O?

1085. La cubierta de una harcaza se encuentra
4 m mas abajo de la altura del muelle. Tirando
de la barcaza, la hacen acercarse para que Sse
ponga al lado del muelle, mediante un cable el
cual va devandndose en un cabrestante a 2 m por
segundo. {Qué aceleracion experimenta la barcaza
al moverse, en el momento en que dista 8 m Fig. 28
del muelle (en linea horizontal)?

1086, Un punto efectia movimiento rectilineo de manera
que su velocidad varia proporcionalmente a la rajz cuadrada del
trayecto recorride. Mostrar que el movimiento se efectia al actuar
una fuerza constante sobre el punto indicado.

1087, Se tiene un punto material sobre el cual actia una fuerza
inversamente proporcional a la velocidad del movimiento del punto.
Demostrar que la energia cinética del punto eg la funcién lineal del
tiempo.

Férmula de Leibniz

1088, Aplicar la f6rmula de Leibniz para calcular la derivada:
1) [(z* + 1) son zl2v;
2) (e® sen 2)™; 3) {(z? sen ax)™.
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1089. Mostrar que si y = (1 — z)-%e~%, so tiene
oy
(1--3)%=a:cy.
Aplicando la férmula de Leibniz mostrar que
(1 _z) y!ﬂ*l)_ (n+.‘_‘;x) y[ﬂ) _ my(n— 1 =0.

1090. La funcién y=¢>2resen = satisface la relacién (1 —z2)y"—
— zy’ —u?y =0 (véase el ejercicio 1051). Aplicando la formula de
Leibniz y derivando esta igualdad n veces, mostrar que

(L= 2) Y2 — (20 1) 2y — (12 4 02) g =0,
{091. Mostrar que
(€% cos bz)™ =r"e% cos (bx + ng), donde r=) a7, tg ==—: ;
i Aplicando la férmula de Leibniz, legar a las siguientes formu-
as:
P eosng =a"— C2a™ U2+ Cha™ i — ...,
rsen pg = Cla™ b — Ca™ % - C3a™ %0 — ...

1 x
1092. Demostrar que (z"~'e%)™ = (—1)" .

1093, Mostrar que la funcién y = aresen z satisface la relacién
{1 —az%y” = zy’. Aplicando a ambos miembros de esta ecuacién
la férmula de Leibniz, hallar ™ (0) (n = 2).

1094. Aplicando la férmula de Leibniz n veces, mostrar que la
funcién y = cos (m arcsen x) satisface la relacion

(1 —a¥y™» — (2n + 1) ay™D 4 (m® — n?) y™ = 0.
1095, Si y = (arcsen z)?, se tiene
(1 — gym+s '—-_(Qn — 1) a2y — (n — 1)yt = (.
Hallar 3 (0), y" ©0), 1..., ¥™ ().
D'iferen.cialss de ordenes superiores
1096, y== /7% dy=7 1097, y=2"; d¥y=?

1098, y=(o+1)° (@ —1)% diy=?
1099, y = 4% d*%y =17
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1100. y=arctg '(“’ tgz); dy=? 101 y=VPz—% ay=?
1102: y = sen“x, d"y =% 11[)3. p?cosip —a" sen’p = 0; d% = ?
1104, x§+y3= a’ d“y =? -

1105, yml“1+::' z= tgt, expresar 2y medlanta 1)z vy de,

2yt y di.
1106. y = sen 3; z = a¥ =z =%, expresar d’y mediante: 1) z
yds, 2 xyde 8)tydi



Capitulo TV

Andlisis de las funciones
y de sus graficas

§ 1. Comportamiento de la funcién

1107. Mostrar que el punto z = 0 es el punto del minimo de la
funcitn

y = Jut — 4r® 4 127° 4 1,

1108. Partiendo de la definicion de la Funcién creciente y decrecien-
te y de los puntos del maximo y del minimo, mostrar que la fun-
€ién y = 2%—3z4-2 crece en ¢l punto z; = 2, decrece en el punto
z, = 0, alcanza su méximo en el punto 33 = —1 y su minimo en
<l punto z, = 1.

1109, Igual que en el ejercicio 1108, mostrar que la funcién
¥ = cos 2z crece en el punto :::L=§;-5 , decrece en el punto z,=X,
alcanza su méximo en el punto zg=0 y su minimo en el punto
Iy = ";'.L-

1110. Sin recurrir al concepto de la derivada, analizar el compor-
tamiento de la funcién dada en el punto x = 0

A) y=1 =24 2 y=a5—2%3) y=3/7; 4) y={/ 2%

B) y=1—373% 6) y=l1gzl; 7 y=|n@+1)} .
8 y=eb; Q) y=VBFan gl
1111, Mostiar que la funcién y = ln (2® + 2 — 3) crece en el

punto 2, = 2, decrece en el punto 2, = — 4 y no tiens puntos esta-
«cionarios,

1112. Escla:ecer el comportamiento de la funcién y = sen = +

- cos z en los puntos z;, =0, z,=1, 25 = — %- v ooy =2

1113. Esclarecer el comportamiento de la funcién y =z —ln =
en los puntos z, = 1/2, z, = 2, x; = e y z, =1 y mostrar que si la
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funcién dada crece en el punto z = a > 0, en cambio, decrece en el
punto. 1/a. . :

1114. Esclarecer ‘el .comportamiento de la funcién

4 y = zarelg x
en los puntos zy = 1, z, = —1, 23 = 0.

1115. Esclarecer el comportamiento de la funcidn-

senz para 240,
y=3 *
1- para z==0

en los puntos z, = 1/2, z, = —1/2 y x5 = 0.

§ 2. Aplicacién de la primera
derivada
Teoremas de Rolle y Lagrange

1116. Verificar la validez del teorema de Rolle para la funcion _
= 2% 4 4az? — Tz — 10 en ol intervalo {—1, 2].
1117. Verificar la validez del teorema de Rolle para la funcién
. : a5
y = ln gen z en el intervalo [-3-, —1.
1118. Verificar la validez del teorema de Rolle para la funcién
= 4% on el intervalo [0, ml.
1119. Verificar la validez del teorema de Rolle para la funcién
y=12" —3z T 2 en el intervalo 1, 21
1120. La funeién y =2:fz toma valores iguales en los extre-

mos del intervalo [—1, 1]. Mostrar gue la derivada de dicha funcién
no se reduce a cero en parte alguna del intervalo [—1, 1}, y explicar
esta desviacién del teorema de Rolle.

1121, La funcién y = | = | toma valores iguales en los extremos
del intervalo [ —a, al. Mostrar que la derivada de dicha funcién no
se reduce a cero en parte alguna del i.ntervalo_[-—a, al, y explicar
esta desviacién del teorema de Rolle.

1122. Demostrar el siguiente teorema: si la ecuacibn

gz + @@t . Fap =0
tiene la raiz positiva z = z,, la ecuacién
naye " A (n —1) a2t 4 .. g =0

también la tiene, siendo esta raiz menor que z,.
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1123. Sea dada la funcion f(z) =1 4 " (z —1)", donde
m y n son nimeros enteros positivos. Sin calcular la derivada, mos-
trar que la ecuacion 7' {z) = 0 tiene, por lo menos, una raiz en el
intecvalo (0, 1).

1424, Mostrar que la ecuaciébn &* — 3z + ¢ = 0 no puede fener
dos raices distintas en el intervalo (0, 1).

1125. Sin calcular la derivada de la funcion

f(o)=(@—=1(&—2)(z—3) (& —4),

esclarecer cudntas raices Teales tiene la ecuacién /' (z) = 0 e indicar
en qué intervalos estan.

1126. Mostrar que la funeién f({(r) = 2™- pz + g no puede te-
ner més de dos rafces reales siendo n par, y més de tres siendo r impar.

1127. Eseribir la formula de Lagrange para la funcién y =
=sen 3z en el intervalo [z, z,l.

1128. Escribir la férmula de Lagrange para la funeién y==2xx
X (1 —1n z) en el intervalo [a, B).

1129, Escribir la férmula de Lagrange para la funcion y =
= arcsen 2z en el intervalo [z, z, -+ Azl.

1130. Verlimar la validez del teorema de Lagrange para la fun-
cién y = z"en el intervalo [0, al; n >0, ¢ > 0.

1131, Verificar la validez del teorema de Lagrange para la fun-
cién y = In z en el intervalo [1, el.

1132. Mediante la férmula de Lagrange demostrar las desigualda-
des
a—b

111 'E'

siendo 0 < b < a.
1133. Medmnte la formula de Lagrange demostrar las desigual-

dades

—ﬁ 5 x
::szm<tga-tg§ Fmoyy siendo 0<ﬁ§a<?.

1134. Pari.a > b. ‘demostrar mediante la f6rmula de Lagrange la
vahdez de las designaldades

nb™1 (a—b) <a" — b <na"™* (g —b),

sin>1, ¥ las desigualdades opuestas sin=<< 1.
1135 Anahcemos la funcion  *-

} 4
72 sen — 0.
Hafes 1§enx pam;cr,é_._
0 para z=10,
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~_Es derivable para .q@a‘lquiel; valor de @. Escribamos para ella la
formula-de Lagrange ‘en el intervalo [0, z): :
f@=fO) =2 (5 O0<i<a).
Obtendremos: i i

o s6n = ix'-(zggeﬁ%—;os% }s

de donde cos : = ﬂg-senl_.—-:: _senl:. Hacemos ahora que z tienda
a cero, en este caso § también tenderd a cero, ¥ de este modo
llegamos a: 1fm cos = =0.

[N g

Explicar este resultado parad6jico.
1136. Aplicando la férmula

f(zo4A2) = f (2} +1 (3‘0+b_§x ) 8z,

a la funeién f (x) = arctg = en el intervalo [1; 1,11, hallar el valor
aproximado de arctg 1,1.
En los ejercicios 1137 —1141 aplicando la férmula

f (z+82) & 1 (@) + 1 (@+ ) Az,

caleular los valores aproximados de las expresiones que se indican.
1137. arcsen 0,54
1438. lg 11. Comparar con los datos tabulares.
1139, In(z+V 1+ 2%) para £=0,2
1140. 1g 7, sabiendo que lg 2 = 0,3010 y lg 3 = 0,4771, Com-
parar el resultado con los datos tabulares. !
1141, lg 61. Comparar el resultado con los datos tabulares,
1142. Confirmar que aplicando la férmula

" b
fO)=f@+—a (5)
para calcular el logaritmo de & 4 0,01 N, es decir, poniendo

Ig (N +0,04N) = 1g~N+;9i%§— 0,01N =1g N - LH2
s = N 3
2

cometemos un error menor que 0,00001, es decir, obtenemos cinco
cifras exactas después de la coma si es que lg NV viene dado con cinco
cifras exactas.
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Comportamiento de las jfunciones en el intervalo

1143. Mostrar que la funcidn y = 9% + 322 —12z 4 1 decrece
en el intervalo (—2, 1)

1144, Mostrar que la funcién y = 1/ 2z — 3® crece en el interva-
lo (0, 1) y decrece en el intervalo (1, 2). Construir la grafica de esta
funcién. !

1145, Mostrar que la funcién y = z* - = crece por todas partes.

1146. Mostrar que la funcién y = arctg x — = decrece por todas
partes.

22—1

1147. Mostrar que la funcibn y= crece en cualquier inter-
valo que no fenga el punto z==0.
3 __8n {z-a}
1148, Mostrar que la funcién y= = =50 varfa de manera

mondtona en eualquier intervalo que no encierre puntos de discon-
tinuidad de la funcién.

1149*. Demostrar la desigualdad :g T2 — 22 gsiendo
gz Iy

0< 2y <ty < e

1450, Hallar los intervalos de monotonia de la funcién y ==
— 27 — 82° — 9z +- 14 y construir la grafica en el intervalo (—2, 4)
siguiendo sus puntos.

11351. Hallar los intervalos de monotonia de la funcién y = z*—
—2z* —B.

En los ejercicios 1152 —1164 hallar los intervalos de monotonia
de las funciones.

1152, y=(z—2)*(2z41)"

1153. y= (2z—a) (a—2z)* (a>0).

{—ztat
1154, 5":'1"-'1-_5-_1-';—2' 1155. ymm
1156. y=z—¢" o A15Y. y=ate
158, y=r=. 1159, y=22*—Inz.

1160, y=z—2senz. (02 2a).

1161, y=2senz+cos2z (0L e 2n).

1162. y=afcosz. 1163, y=In(z+VYTF29).

164, y=zV az—2¢ (a>0).

En los ejercicios 14651184 hallar los valores extremos de las
funciones, o > B . ¥ 3

1165. y = 24° — 322 {166, =223 —6a2—182+7. *
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CAle7. y=E5TEEL ¢ U168, y= Y TG
1169, yﬁmfm 170, y=—2V Z#F2.
.. __3,_'2-.,--'7 C T e BV 4[/'3 :
i 1485 ' 1 _s/ RIS
1173 Tfﬁ .1176. y ! (u’-ﬂ. a’ ).
75, y=z—Io(1+42). - 1176, y=z—In(1+2Y).

177, y=(2—=5)%7 (@1
178, y= (22— 22) In 2— 5 23 -4z

1179, y=5 (at+1)arctg s —F-22—231,

1180. y—-;—(xz---;—) arcsen..t-}-z-x}/i-mz—-;’—zzz,
1181. y=xsnnx+c'esz—l—:c’ (—%gxg%).

1182. y= (%—x) cos -+ son & — ‘7‘2:; (ogxg%).
1183. yz-:-2:x005ﬂ(x+3)+~_;:e._-senj(x+3) (0 <z << 4).
1184, y=ae?* 4 beP*,

En Jos ejercicios 1185 —1197 hallar los valores maiximos y mini-
mos de las funciones dadas en los intervalos que se indican.

1185, y = 2t — 227 + 5 [—2, 2l

1186, y = = + 2 5 4.

1187, y = z* = Dat + 5:5" +1; [—1, 2L

1188, y = a® —32® + 6z —2; [—1, 1L

1189. y= Y T00—2 (—6<Ka<<h).

1—x-a2
1190, y= T2 +,:;.a (O,
191, y=2=1 (o<l

192, y=2 4 (0<<z<<1) (@>0,5>>0).
1193. y=sen 2;nux(—%gzg%),

194, y=2igo—tets (0<a<F ).

1195. y=2" (0,1<z <o0).

1196. y= Y -0z (0<a<C3).

1197, y=ai‘ct‘g-}%: 0LzN),
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Desigualdades

p En los ejercicios 1198 —1207 demostrar la validez de las desigﬁal-
ades. B . i 3

198, 2V3>3—3  (@>1).
199, ¢*>142  (z50).

1200, &> In (1) (x>0,
1201, lnz>2E20 @)
1202, 2zarctgz==1n (14-22).

1203, 14+-zhn(a+V I+ 2) =V I+
1204, In(1+2)> 5585 (@>>0).

1205, senz<z— 42z (z>0)
1206, senz+tgz > 2z (0<r< %)
1207. chz>14+2  (250).

Ejercictos para hallar los valores mdzimos y minimos
de las funciones f

1208. Dividir ¢l niimerc 8 en dos sumandos talés que la suma de
sus cubos sea la ‘menor’ posible.

1209. {Qué nimero positivo sumado a su inverso da lugar a la
suma minima? -

1240. Dividir el nimero 36 en dos factores tales que la suma de
sus cuadrados ‘sea la menor posible.

4211, Se debe hacer una caja con tapa, cuyo volumen sea de
72 e¢m®. Los lados de la base han de estar en relacién 1 : 2. ¢Cudles
deben, ser 1ns medidas de todos los lados para que la superficié total
sea la menor posible? :

1212, De una hoja de cartén, de 18 X 18 ¢m?®, deben ser.tecorta-
dos cuadrados iguales de modo que doblando la hoja, siguiendo las




§ 2, Aphcan:ou de 13 pnmem denvada . 9?

'lmea.s ‘punteadas {vease la-fig. 29), resulte una caja que tenga la
mayor capacidad posible: ¢Cudnto debe medir cada lado del cuadrado?

1213 Resolver el prohlema anterior para el.caso dela ho;a rectan-
gular de '8 X B cm?.

1214. Al volumen de un prisma trlangular regular es igual a v,
dCuénto debe medir el lado de la; base para que su.supérficie total
gea”la’ menor posible? : . -

. 4215; Una tina abierta-tiene: la fol:ma de c:hndro Siendo su volu-
:men ‘igual a v, deudl debe.ser el radio de la bass y la altura para que
su ‘superficie - total -sea-la” meénors lposthle?

4216, Hallar la relacion entra el radio R y la altura H de un'cilin-
dro que tiene Ja menor superhme total posible, conociendo su volu-
men:

'1217. Se debe hacer:un embudo cOnico’ que tenga la generat.nz
igual a 20 em. ¢Cudl debe ser la altura del embudo para que su volu-
-men sea el mayor posible?

1218. Un sector de dngulo, central a estd recortado de. un circulo.
«Al enrollarse: el sector, ha sido engendrada wna superficig cémica.
{¢Cuél debe ser la abertura del 4ngulo o para que el volurien del cono
obtenido sea el mayor. p051bla’~'

-1219. El-perimetro de un tridngulo isdsceles.es 2p. ¢Cuénto deben
medir sus lados para que el volumen del- cuerpo engendrado por la
rotacién del tridngulo en torno-a su base sea el mayor posible?

1220, Al perimetro de un tridngulo isésceles es-2p. (Cuénto deben
medir sus lados para que el volumen del cono engendrado por la
rotacién-del tridngulo en torno a su altura bajada sobre la base sea el
mayor  posible?

1221, Hallar la altura del cilindro que tenga el vulumen maximo
posible-y que sea suéceptible de ser inscrito en una esfera de radio R:

1222, Hallar la altura del. cono de maximo- volumen que sea
susceptible de ser inscrito en una esfera de radio R
' 4223. Al actuar la fuerza de gravedad sobre una-gota de lluvm
cuya masa inicial es:igual a'm,,la-hace caer. La gota va evaporandose
uniformemente de:modo que la‘pérdida de la niasa és proporeional
al tiempo (el coeficiente de -proporcionalidad es k). Al cabo de cudn-
“tos. segundos al ‘comenzar 14 cafda serd maxima- la energia cinética
de la gota y cual serd su valor? (Se prescinde dela resistencia del
aire.):

. 1224. Una palanca de segundo ‘género tuane A pm: s punto de
‘apoyo. Del punto B (4B = a) estd suspendida. la carga P. El peso de
Ja.unidad de la longitud de la palanca es igual a %. ;Cual deberfia ser
la longitud de la palaneca para_que la carga P.quede en equilibrio
con la fuerza minima? (El momento de la fuerza compensadora debe
equivaler a la suma.de log momentos de la carga B y de.la palanca )

1225. La suma que se gasta en el combustible para el hogar de la

«caldera de un harco es proporcional al cubo de la velocidad. Es

70870
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sabido queisi el barco’marcha'a 40:km por hora, se-gastan: 30 rublos
(por hora) ‘en el -combustible Log demas: gastos, ‘que no dependen: de
1a velocidad son ‘de 480 rublos‘pot hora: ¢A- qué-velocidad del-barco
serian minimos los gastos totales por un km? ;Cuél setia la‘suma to-
tal de los'gastos por hora? B B v bl
1226, Tres'puntos-4; B 'y € se hallan situados de medo que
/ ABC = 60°. Un automévil sale del punto 4 y-en-el mismo moémen-
to del punto B ‘parte un tren. El'auto avanza hacia el punto'B a 80 km
por hora, €l tren se dirige Hacia el punto'C a-50 K por hora.- Tenien-
do en cuenta que la distancia 4B "= 200 km, gen qué momento, al
comenzar ¢! movimiento, serd minima la.distancia entre el' auto- .
movil y el tren? - ' L i : a
1227. Dado un cierto punto A en una circunferencia, trazar.una
‘¢uerda BC paralela a la tangente .en el punto 4 de modo que. el Area

de! tridngulo ABC 'sea 1da mayor posible:

@ inserito en una semicircunferencia de radio R. - - :
1229. Ingcribir el'rectingulo de mayor rea.posible en’un: segmen-
to dado del cfreulo. < ' - ' y w1
1230. Circunscribir en torno. a un ¢ilindro dado el cono que tenga
ol ménor volumen posible” (los,planes. de Yas-bases circulares: del
cilindro y del "cono :deben’ coincidir). Lo g g B S
1234, Hallar la altura del cono recto circular, de menor volumen
posible, circunserito en. térno a ung:‘esfera -de radio. B. -~ °
1232. Hallar'el éngulo en el vértice de la seccién axial de un.cono
que tiene la menor superficie lateral posible ¥ que esté ‘circunserit
en torno a una esfera dada. i .
1233, ;Cu4l ha de:ser la abertura del dngilo en el vértice de un
triénguloisésceles, de: drea dada;, para.que el radio de un eirculo ins-
crito en dicho tridngulo’sea el mayor posible? 5 E
1234, Hallar.la -altura: de un cono que ‘tiena el menor volumen
posible y gue-esté circunscrito en'torno a una semiesfera de radio R
{1 ‘centro de: la° base del.cono coincide con:el de la esfera).
1235, ;Cuél ha de ser la altura de unvcono:inscrito ‘en una esfera
de Tadio R para que sulsuperficie lateral:sea la' mayor posible?. ..

. 4236. Demostrar :que la cantidad' de ;tela necesaria pard hacer -
una tienda ‘de campafia.'de-forma cénica iy’ de capacidad ‘dada; serd
la menor posible en el caso de que su altura sea 1/ 2 veces mayor que
ol tddio de:la base,:' = | if o madn AT LR

1237, Trazar-una recta de mbdo que pase:por un punto dado:P
(1; 4) y que la suma de las longitudes:de los ‘segmentos positivos
cortados por dicha’ recta-en’ los ejes. de: coordenadas, se

oiithilazsy el M € G ST 2 Sl S0
+ -1238. Hallar: 195"]:.‘;]'&&1_'@;5\-'-'&9 rectangulo]

inserito “en la elipge ip4-do- = 1/

1228. Hallar los lados del rectingulo-de méx-iino-'penindetfo-

é-mayot 4rea* |
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4239, Hallar' la- ‘elipse-cuya:rea Sea la menor posible y quc estd
citcunscrita en torno a i rect&ngulo dado (el :&rea de, la. ehpse de
semle}es aybes lg'ual ‘a b)..

1240, Sea: da@la la ehpse

modo, que el drea del’ tr gulo engrmdrado por dicha tangente y los'

ej gordenadas;sea la menor postb]e ,_Por qué punto de la: ehpse

gar dicha tangeme?

i 4241 “Sean " dados 'dos puntos: A {1, 4) y 3(3 0) en la ehpse

29;’- +:y* = 18. Hallar el tercer pw to € tal qu.e el érea ﬂel. tridngulo

"ABC-sea la‘mayériposible. ="

©T01242. Sean dados-la parabola yh= 2px y un punta en su eje,
& ima“ distancia o 'del vértice. Indicar: la abscisa z.del punto de la

pardbola méas préoximo al punto referido.

-1243. Una banda de hierre, de anchura a; ha de ser encorvada de
‘modo que tome la forma de canalén cilindrico abierto (la‘seceién del
canalén ha de semejarse a un arco de segmento circular). 4Cuél ha
de ser la abertura del 4ngulo central que se apoya en este arco para
que la ‘capacidad del canal6n sea la mayor- posible? -

:1244:7'Uni ‘tronco ‘de ‘&tbol ‘que mide 20 m, tiene la iorma de up
cono’ truticado. Los didmetros de sus bases mlden 2my 1 m, Tespecti-
vamente: Se debe cortar ina viga de seccidn trasversal cuadra da ciiyo
gje coincida con el del troncoy cuyo volumen sea el mayor poszhle
;Qué’ dimensiones debe tener Ia viga?

1245. Una serie de experimentos con la magnitud 4 han dado

como resultado n valores distintos xy, z,, . . ., . Con frécuencia se
‘admite como valor de 4 un valor de z tal-que ld suma de los cuadra-
dos de sus desviaciones de 2, %y, . .+ #p sea, 1d .’menor pc.‘nble Ha-
Mar x que satisfaga esta condicion.
- 1246. Un torpedero estd anclado, a 9 km del punto mas préximo
‘de‘la orilla. Se necesita enviar a un mensajero al cuin pamento situa-
do en Ia orilla. La distancia entre éste y el punto mas ‘préximo referi-
do; es igual a 15 km. Teniendo en cuenta que ol mensa]ero Tecorre
a’ pie 5 km por hora, y en una barca, remando, 4 km por' hord, decir
en qué punto de orilla debe desembarcar para llegar al campamento
lo. més' pronto posible: ?

“1247. Un farel. debe-ser:colgado exactamente enciimia ‘ ‘del centro
de ‘una plazoléta circular de Tadio R. ;A qiié dltura .debera estar el
farol pérg que ilumine, lo mejor posible, una senda que rodea la
plazr:;lr-,ﬂ;a%l (La iluminacion de la’ plazoleta es diréctamente proporcio-
nal al ¢ »seno del dngulo de indidencia de los'rayos lumindsos 6 inver-
_sa,menta‘pl;opormonal al cuadrado de distancia- que ‘media-entre el
1_64:{) lumineso y 1a’ plazoleta’ en- mencién.) ‘"

' 11248 En un segmento de longitud 1 que une‘dos manantiales
dedluz de intensidad lummusa Tiel, hallar el ‘punto peor ilumi-
nado.

;= 1L “Trazat una tangente de

Vi
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:4249. Un cuadro de altura 1,4 m cuelga de la pared de modo que
su borde inferior esta 1,8 m por encima del radio-de la vista de un
obgervador. ;A qué distancia de la paréd debe colocarse el observador
para que su posicién sea la mas'ventajosa para contemplar el cuadro
(es' decir, para que el dngulo visual sea el mayor posible)? )

4250. Una carga de peso P situada-en un-plano horizontal debe
ser desplazada bajo.la accifn de la fuerza F aplicada a ella. La fuerza
de rozamiento es proporcional a la de que aprieta. el cuerpo contra
el..plano y tiene la direccién opuesta a.la .de la fuerza que desplaza
el euerpo. El coeficiente de proporcionalidad (el coeficiente de roza-
miento) es igual a k. éQué valor debe tener el dngule ¢ formado entre
el horizonte v la fuerza F aplicada para,que el valor de ésta resulte
el menor posible? Hallar el valor minimo de la fuerza de desplaza-
miento.

1251. La velocidad con la que pasa-el agua por un tubo cilindri-
co es directamente proporcional al llamado radio hidraulico R, que

se calcula-mediante la férmula’ R= -§-, donde S es el Area de seccidn

del flujo del agua dentro del tubo, p esel perimetro de la seccién del
tubo hundido en el agua. La proporeidn (o el grado) en. que el agua
1lena el tubo, se caracteriza por el dngulo central que se apoya sobre
la superficie horizontal del agua coriente. ¢Cual ha de ser esta propor-
¢ién para- que la velocidad del paso del agua sea la mayor posible?
(Al tesolver el problema, aparece una ecuacién transcendente cuyas
raices han de ser halladas. gréficamente). .- _ .

. 4252. En una pigina de un libro. el texto impreso debe ocupar
S em®. Los margeries superior e inferior deben ser iguales a a om, los
de izquierda y de derecha, iguales a b cm. Si tomamos en considera-
¢ién s6lo la economia del papel, dqué dimensiones de la pagina serfan
las mas ventajosas? :

1253*. Un embudo cénico, de radio de base R y altura H estd
lleno de agua. Una esfera pesada estd sumergida en el embude.
¢Cuil ha. de ser el-radio de la esfera: para que el volumen de agua
expulsada del embndo por la parte sumergida de la esfera, sea el
mayor posible? - . st i e R L—

1254. Una parébola tiene su vértice situado sobre un cirounfe-
rencia de radio R, y el eje de.la pardhola sigue Ta- direccion -del dia-
metro, ¢Cual ha de ser el pardmetro de la pardbola para que el érea,
del segmento limitado por la pardbola y, la cuerda comiin para: ésts
y.la circunferencia, seala mayor posile? (El &réa del segmento parabé-
lico simétrico esignal a dos tercios'dél producto desu base por laaltura,)
/1 1255. Un plano, paralglo a la. generatriz, corta un.cono cuyo
radio de base ez R y cuya altura, H. {Cuil ha de serla distancia entre
la linea de interseccién de dicho plano:con el plano. de la hase conica
y él centro de la base cénica para que el Area de seccifn sea.
posible? (Véasé también el ejercicio anterior.) =~ =
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1256. Sea dada la pardbolay® ==2pz 'y la normal en un punto P.
¢{Dénde, debe ‘estar situade €l punto P pard-que el segmento de la
normal situado dentro-de la curva tenga la longitud minima?

1257. El segmento de¢ la targente a ura elipse comprendido
entre los ejes, tiene longitud minima. Mostrar -que-la tangente se
divide, en el punto de contacto, en dos partes.iguales a los semiejes
de la elipse, respectivamente. ' k4

1258, Demostrar que la- distaricia entre el centro de la elipse
y cualquier normal no'es superior: a la diferencia de los semiejes.
(Es conveniente recurrir ‘a'la expresion paramétrica de la elipse.)

1259. En el sistema ‘de coordenadas rectangulares zQy vienen
dados el punto (2, b) y la curva'y ‘= f (z). Mostrar' que la distancia
entre el punto constante (a, b) y la variable (z, f (z)) puede alcanzar
su extremo sélo siguiendo la direccién de la normal a la curva y =

= f ().

Se llama funcidn primitiva de la funcién f (z) a la funcién F (z)
cuya derivada es igual a la dada: F' () = f (2).

En los ejercicios 1260 —1262 mostrar (derivando y sin derivar)
que las funciones dadas son primitivas de una misma funeién.

1260. y =Inaz e y =1In =

1261. y = 2 sen®z e y = — cos 2z.

1262..y = (¢ +e™™)? e y = (" —e™)

1263*. Mostrar que la funcién

y = cos® z+cos? (—’_:—-i—'r:) — COS I C08 (% +x)

es congtante (es decir, no depende de z). Hallar su valor.
1264. Mostrar que la funcién y = 2 arctg x4+ arcsen-—i—_}_z%:z- €

constante cuando z 2= 1. Hallar el valor de esta constante.
1265. Mostrar que la funcién

— acosz-+b a—b. &
y—dmmm—2arctg (]/—- tg-—) -
la

as-b 2
donde 0 <= b << a es constante cuando z == 0. Hallar el valor de esta

constante.
1266. Comprobar que las funciones -,1,—9*“, e*shzy ¢ ch z difie-
ren en una magnitud constante. Mostrar que cada una de las funeio-

nes indicadas es una funcién primitiva con respecto a la fun-
cion e¥*.



102 Cap. IV: Anslisis de ‘las, Fupciones y. de. sus graficas

. § 3. Aplicacién deila segunda
derivada
‘Extremos -

. Aplicando el concepto. de la segunda derivada, ‘hallar: Tos -extre-
mos.-de.Jas; funmonas que se indican en los ajemlcw$ 1267 --4275
. +1267. y = P i Sazt 4 a’x (a} 0).

"1269. y—x+— (a=>0), "
2Ny =2V 2—a

"12:2 y=cha;~: - 1273, y=a%e"™.
1
1274, y=r> 1275, y=2~.

(. 1276. cPara qué_""i?;a.lor de 'q: la funcién

lux

fz)=asenz += Lisen 3z

tiene ¢l extremo para x == 7/3? éSerd méximo o m[mmo?
1277. Hallar los valores de ¢ ¥ b para los’ cuhles la funcmn,

y=alnz4+ ba*+ =z

tiene extremos en los puntos x, = 1 v, =2. Mostrar que para estos
valores de @ y b la funcién dada tiene el minimo en el punto
vy el méximo en el punto z,.

Convexidad‘ concavadad, punfos de mﬂexzdn

1278. Aclarar si es convexa o céncava'la lfnea'y =5 P —5:.:s _
—154% 430 en los entornos de los puntos (1, 11) ¥ (3, 3). :
1279. Aclarar si_es’¢onvexa’ o' céncava hnea y= arctg z.en;
los entornos 'de los puntos (1, n/d)y (~+-1~ :: 14).
4 £280. Aclarar si &s convexa o concaya 1a linea y = z* ln # en
los entornos. de los: puntes (1, .0}y (He“ ! e‘) g
1281, ‘Mostrar que la grafica de la ‘iuncmn y=z aretg @
cava. en -todas partes. "
1282, "Mostrar que la gtéflca de I
convexs en-todas.partes. - i
1283. Demostrar. que. si. la: gréflca de; la Eunmon es. conniexa ,en
todas partes o concava en todas partes, la funcién referida®puede
tener no méis que un valor extremio.

ncnén y. =1n (:c e 1) és
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. ni 1284: Sea P (z)'un.polinomio: de coeficientes,positivos y:éxpo-
‘nentes:-pares. ‘Mostrar: que la -grafica. .de la, funcién y.= P{z)+
+ az -+ b es concava en todas partes. B s8N ST
-+, ;4285.: Las lineas .= @4z} e.y.==p(x). son’ céncavas sobre el .
intervalo -(a,b).-Demostrar/quei:sobre -dicho intervalo:: a) la linea
y =@ (x).+ 1 (z):6s concava; b) sk @ (z} y 4 (z). son:positivag y tie-
nenwn puntominimo comin,, la linea y = ¢ (z). (z).es concava.
w4f 12865 Mostrar:qué..aspecto. -ofrece la- grafica de la funcién si se
sabe \que-en: €l sintervalosfa, b) b R BE WL G

) y>0 ¢y >0,1i<<0; 2 y=>0;y <0,y >0
'}:'.-:'-.3] IR~ 0_, Y >01y“>;‘ Oiee, 4) y"/“U, .y'< Gy <':0r
- y:Bnidos ejercicios 12874300 hallar’los. puntos«ide; inflexifn,
intervalos de concavidad y de convexidad de las graficas|-de”las
funciones que se indican.

1287. y = 2® — 5a® + 3z — 5. 1288, y = (x 4 1)* + &¥.

1289, y = 2* —122° -+ 48z — 50,

1290. y = x 4 362* — 22 — 2t

12. y = 32% +— B2t + 3z —2:

(292, y= (e 42+ 20 +2. 1208) y= o (@>0),

1994, y=a—;Vz_—-b- 1295-. y=esens (_%g‘lxg%) .
B, i ! !
ws ey T Loy

1896, y'=1In(14+2%). 1297, y=—InZ (a~:>-“0)-:{5._

1298. y=a— ¥ (z— D) 1299, y = earcts

1300, y =z (1210 5 — 7).
-

h ) zB41

ihfléXion que estdn situados en uwna misma recta. 'L
., 1302, Mostrar que los puntos de inflexion’ de la, Yinga. g
= zsen'w estan situados en la ;'lin?‘a'_ giE ) =4 T

1303. Mostrar que los puntos de inflexién de la linea y = 3-9:—’

1301. Mostrar que la linea y =

tiene tres puntos de

estdn situados en la linea y® (4 + 2%) = 4

1304. Confirmar que las grificas de las funciones y = te™™
e ¥y = e * sen z (la curva de oscilaciones amortiguadas) tienen tan-
gentes'comunes,en los puntos de inflexién de la linea y = e7*'sen z.

1305. dPara ‘qué valores de @ y b el punto (1, 3) es el de infle-
xién de ld lined y = az® + ba®? ; 5

1306. Elegir & v p tales que el punto 4 (2;7°2.5) sea el de infle-
xion“de la linea %y & az + Py = 0. {Qué otros puntos de inflexidn
tiene la linea referida? ' i

1807. iPara qué valores de a tiene puntos de inflexién la grafica
de la funcién, y ?—:‘e" + az®

S SN
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1308. Demostrar que la abscisa :del punto de inflexién en la
grifica de una funcién no puede coincidir con el-punto del extremo
de esta misma funcién.

1309. Demostrar que entre dos puntos de extremo de cualquier
funcién derivada dos veces estd situada por lo:1nenos una abseisa
del ‘punto de inflexién de la gréfica de la-funci6n.

1310. Comprobar lo siguiente, tomande -la funcién y = z* +
+ 82% -+ 182® 4- 8 como ejemplo: entre las abscisas de los puntos
de inflexién de la grafica de la funcién puede no haber puntos de
extremo {comparar con el ejercicio anterior).

1311. Observando y examinando la grafica de la funci6én (véase
la fig. 30) indicar el aspecto de las gréaficas de su primera y segunda
derivadas.

¥4

y=fitx)

i ———
S
af-——--

73
L

Fig. 30 Fig. 31

1312. Hacer lo mismo con respecto a la gréfica de la funcién
presentada en la fig. 31.

1313. Indicar el aspecto de la grifica de la funcién examinando
la grifica de su derivada (véase la fig. 32).

Y

Fig. 32 Fig. 33
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1314. Indicar el aspecto de la grifica de la ﬁmcmn exammando
la grafica de su derivada (véase la fig. 33). - .

: 1315. La linéa viene dada en forma paramétrica por ]ss ecuacio-

" mes z =@ (1), y=p.{t) Mostrar que a los valores de ¢ para los

cualés la expresion %t Ll cambia de signo (la prima designa

la derivacién con respecto. ari) y @' {t)a&{) Jes correspondan los
puntos de inflexién: de la linea referida.

1316. Hallar los puntos de mﬁexmn para la linea z = t"’ ¥ =
== 3t iR

1317, Hallnr los puntos de inflexion para Ia lmea #=¢ vy =
= sen t. .

§ 4. Tareas complementarias.
Resolucién de ecuaciones.

Férmula de Cauchy y regla de L'hospital

1318. Escribir la férmula de Cauchy para las funciones f (x) =
=genz y ¢ () = In z ¢én el intervalo [a, bl, 0 <a < b.

1319. Escribir la- iérmula de: Cauchy para las funciones f (z) =
= ¢¥ y p(z) =1 + € en el intervalo la, &

1320. Comprobar la validez de la férmula de Cauch para las
funciones f{z) = z* y ¢ (z) = 2* + 1 en el intervalo [1, 2]

1321. Comprobar la validez de la férmula de Cauchy para las
funciones f () = senw y ¢ (z) = = + cos z en el intervalo 10, /2],

1322. Demostrar que si en el intervalo [a, b] se cumple la expre-
sibn [f (@ =19 (@i vy ¢ (x) no se reduce a cero, también
serd valida la expresion | Af (z) | = | Ap (z) |, donde Af (z) =
=fle+ Az) —f (@), Ao @) =0 (z +Ax) —¢@), yrxyaz+ Az
son cualesquiera puntos del intervalo [a, bl.

1323. Demostrar que en el intervalo [z, 1/2| (z = 0) el incre-
mento de la funcién y = In (t 4- %) es menor que el de la funcidén
y = arctg z, y en el intervalo [1/2, z], viceversa, es decir, A arctg x<C
<< Aln (14-2%. Valiéndose de esta wltima relacién mostrar que
en el intervalo [1/2, 1]

arctg z —In (1 + 2%) = T-—-]_n 2.
En los ejercicios 1324—1364 hallar los limites.

Vz—Va Va . Incosz -
« 1 s Lrihurdar)l
1324, lim £2=12 oS 1325, lim =%
1326. 1im "‘—‘ T —cosuz

1327. 1i _B—'
i ¢ *—cos fz

2=al)
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1 l' x—-lrr.l.gz- s 29. 1i il ’
328, '__av’ x 13 _xEI; 'Vsen b.: -
1330 Y ;._senx 1331 lm n——2arctgz
: 0 z—tgz ) v - B
w _ 2%l (4o ).
ol S . P
1382, m 55 " v, 1M M
2 T b e T
1334, L{n‘;m—w:,—- 5 o S _1‘_“3 SnEC0SE ",
13 AT B T el ] coszln (z_"'}_.
oy o mte
1338, lm &=t 1339. .llmu.
pu T Tl PTREM TS SO T
_x_3_3i__;_1 . Ak 3.4
1340. lim B J..-f:i;‘ 3 2 ; -.“m axsen:;’;fz
Shoavematarmt, oL LT A
LS J‘In it+:]4—é:+2:3-—mx’+x‘ i
1_34‘2'_.'&2'; P uﬁsenz—&z+=3 -_ ;
In sen:l: ! b ~lnz :
x ‘1343 lim:—m" AL 1344 llﬂ; Taseng 3t 15

x W Bl
L b rlnjiiwx)+t3L2 :

P 13 5» itﬂl-ﬁ—ﬁam— . 1346- .f-\-&fw (’F"g—:)
1347. Im;[(n -2 aretg %) 1n z] :

b 1352 Jim (czg Y )

- 1850: lm [{a"-—«@“) tg ]

x-rw 3

15&8 hm [xsen —]

W--a

IR

1354, 1im |/ TaF2) @.4-_;)-_-_(._;_ ) 2l

1355, lim {x{eui}l "-1356:'-'-‘*1i1"'1_§:[z“e§']
P 3 ; .
.1.35{9. ﬁm .?:"'“‘T'U.

A
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1361. llm (e"' + z)x

x=0 >

: 1363,_hm (1 +—)

._,_3

1364. 1m [M ]

, o0

1385 Comptohar que m’ 3 emste, pero "no . es  sus-

ceptible- tle 'ser -caleuilado de acuerdo: con’ la regla” de; L"Hospital.
1366. (Bl valor de .qué funcién ) ey
(para valores sufmlentemenba grandes 1
de z) es mayor: a*z™ o &7
1367. ¢Los. valores de qué funcién
(para valores sificientémente’ grnndes
de ) son mayores; f(z) o.-Inf (z)
cuando f (z). — o0, para z ~»oo.

1368. Sea z ~0. Demostrar que
1

e — (1 -+ z)¥es una  infinitesimal de
primer orden respecfo a x. - . .
1369. Sea z —-0. Demostrar que

2

In {1 +2) —elnln{e + x) ez una Fig. 34
infinitesimal "de segimdo orden res- )
pecto a x. .7

1370. La tangente trazada en el punto Aa una, clmuuferenma de
radio r (véase la fig. 34) lleva marcado un segmente AN cuyalongi-
tud es igual a la del arco AM. La recta MN corta la pro]nngamﬁu
del dlametm AO e '-'} plmto B.:Comprobar que '

! ] r!aoosa-—mu] i i i

o 4k N aeua—" » i

donde « es la medida en radianes del angulo central correspondlenta
al arco AM, y mostrar que 111101{ OB =2 |
-1 Gl i

Variaci6n asintética de lds flinciones
y asmtotas de las lineas
1371. Partiendo directamente de la’ defimcwn, comprobar que
la recta y = Qx + 1 es una asintota de la linea _ _
i | 2:‘—1—::3»1-[ v 4 .
Yoy : _
1372. Partiendo. directamente de la‘definicion, co‘mproba'r ‘que
la recta z 4 y == 0 es una agintota de la 1inea z’y + a:y =4:

zz
1373. Demostrar que las lineas y= /z +d.cz e ym—i se

aproximan asintdticamente cuando r— g oo
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1374. Demostrar que las funciones _

@)=V B+ 121 y gla)=2"+=z

son equivalentes asi.nt‘ética:mente cuande z — oo. Valiéndose de
esta circunstancia calcular aproximadamente f(115) y f{120).
dCual serfa el error si pusiéramos f (100) = ¢ (100)?

En los ejercicios 1375—1391 hallar las asintotas de las lineas
dadas.

2
1375. %—.b—,= ! 1376. zy=a.
4 1 a?
1377, y=—m—ps - 1378. y=c+ -
1379. 2y (z + 1)* = 2% 1380. i® = a* — 2%
1381, y° = 62® + =% 1382, 3? (2® + 1) = 2® (a® —1)!

1383, zy* + 2%y = .
1384, y (2 — 3bz -+ 2b%) = 2® — 3aa® + a®.

1385, (y4z-p=a2+1. 1386 y=zln (e+3).

2
1387. y = xe®. 1388. y = ze* + 1.
1389. y = z arcsec =. 1390. y = 2z arctg .
1391. y=’f_r("g—%-;ﬂ', donde f(z) es un polinomio, (@==0).
1392, Una linea es dada paramétricamente por las ecuaciones
z= (), ¥ =1v(). Demostrar que las asintotas no paralelas

a los ejes de coordenadas pueden existir solo cuando para los valores
de t = t,, existen simultidneamente

lim¢(f)y=00 y l‘f]?'lp(t) = oo,
-+t

1=wlp

Si la ecuacién de la asintota es y = ax -+ b, se tiene

P

a== 1‘1I1n0 50 b= 1_1_1'2 [‘q;:(:) —agp (.:)-].

¢Cémo se podrian hallar las a_sin'totaé parél'elaa a los ejes de coor-
denadas? e
1393. Hallar las asintotas de la:linea: ;gm—:-, y::-t--:-;_—r. -

2 . t ;
1394. Hallar las esintotas de la linea: _ngzquﬁ y=£‘%‘_1_.
1395. Hallar las asintotas de la linea: xzi—f_‘!ﬁ 1 -_~{-_%5
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Dy

de

) 1396 Hallar, las asintofas .del folio de Descartes: §=.1.3f:s '
TR
i—8 "B

1397, Hallar las asintotas de la linea: z = =1 V==

Andlisis general de las funciones y de las lineas

En los _ajat_u'iﬁigs"i‘iBﬁﬁ 4464 efectuar un andlisis exhaustive

las funciones que se ‘indican y trazar sus gréficas.

1398, yzn%-. : 1399. y.-_-T:”'-?z-‘
1400. y=—=1

1401, y(@—1) (z—2) (z—3)=1.

1402, y=—2—. 1408, y= (22— 1)

1404, y=324° (22— 1.
1405, y=—-+4a*.

1 2z~ 1
1’106. y:zz-t—;z—. 1.{[07. y-': -(—z-_—t]-z-‘.
z3 . z3
1408. yz'.’i:i' {1409, y=-2(T+T)?'.
1410. y(z—=1)==a% 1411, y (22 —1)=zb.
_ {z—1)3 w2224 T2 —3
1412. y—--(;-_i_—ns-. 1413. y-—-—-—-——"""'_zrz .
1414, ay=(2—1)(z—2). 1415, (y—az)2*4-8=0.
1416. y=7"~;-. 1417, y==a®e™. :
1418. y=:—x. 1419. y=z—1n(z+1).
1420. y=1n (a®-+1). U421, y=2%"
- - xB
1422, y=-2%". 1423, y=ze 2
1 In =
1424, y=z—- 142?. yfx+ —.
1426, y= 14=)% 1427, y=z4-senz.
1428, y=zsenx. 1429, y=Incosz.

1430. y = cosz-—1Incosz. 1431, y ==z — 2arcig z.
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1432. y= em (sin buscar puntos de inflexién).

1433, y=e"~—genx (sin buscar puntos de inflexién).

1434, y= Y P — 2. 1435, P =22 (22— 4)%.
T 1436, (3y k2=

1437. y=/ @+ 12—/ P=1.

5 . g 2
1438. y=(z—1)%=z-+1)>%. 1439. =622 —as.
& 14407 (y = z)F =2t 1441, (y—a*p =

1442, y2=2z°41. 1443, =2 — .

1444, yP=z(x—1)% 1445, y2=z2(z—1).

33

1446, yé:”T_ 1447, aty oyt =2.
1448, y2=222EZ (estrofoide) (2> 0).

1449, Qy? = 42° — 25 1450, 25y2 =2 (4 —a%)°,
1451, y2=22—2at 1452, z%2=4(x—1).

1453. y*(2a—2z)=2* (cisvide) (@ =>0).

1454, 22— (z— 1) (z—2).

1455. 2%yt =(a--z)* (e — 2) (concoide) (a>>0).

1456, 162 = (2% —4)* (1 — %) 1457, y*=(1~a%>.

1458. yirt=(a?—1)% 1459, y? = 2exe™>",
i

1460, y=e*—z. _ 1461, y=gi=,
1462. f(z)=""2",1(0)=1

. T
1463. y=1—ze T5T % cuando zz£0, y=1 para =0.
1464, y=2—4|z| 4+3. "

En' los a;encmms 14651469 analizar las funcwnes dadas en
forma paramétrica: y trazar'sus gréficas. )

1465. .:c-:t’+3t+1, y=1—3t+1.
1466. 2=1%—3m, y-=.-2° — B arctgi.

3: R 3z
1467..1:—1_1_!,, i=1re
1468, z=1te*; '_ '_g':rte". )

1469, z'=2acost —gcos 2, y= 2a sein ¢ — @ sen 2 _'_(cal"
dioidg)_ s e e s v Z,
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En:los e]ermmos 1470 —1477 analizar las lineas cuyas ecuaciones
son tladas en el mstema da coordenadas polares (véase la nota en la

1473. P"‘ a(l + cos L‘IJ) (catdmlde)
74 p= a (L4hcos ¢)-(a =10, b >>1).

_1476. pam—arctg-—-
‘1477, p=V'1-—-33, cp-arcsent+V1—f.2

,En lds’ejercicios 1478 —1481 analizar y. construir las Jineas des-
p'ués ‘de haber teducldq sus, ecuacwnes al gistema de mo::dlenadaa
polares. . g
T 4478, (2* 4+ y )” = 4a’z* - 1479, (3* + ) z = _a“y-.

1480. z* + y* = o® (* -l-y“

1481, (2* 4 1) (2* —p?)* =4y

Resolucién de ecuaciones

1482 Comprobar que la ecuacién- :r:a g 8z + 12 = O tiene
g6lo una raiz simplé z, = —3 y la otra, doble z; = 2.

1483. Comprobar que la ecuacién z* + 2x’ 32¥ — bz é =10
tiene dos raices dobles’ =1y zy= -2

1484, Mosirar que la eéuacién x aresen z = () tlene s6lo una
raiz real z =0 siendg ésta doble.

- 1485. Mostrar que. las rajces de la ecuacién z sen x = 0 tienen
la forma y ==kg (k =0, =, 2, ., correspondlendo al, valor
k = 0 una raiz doble. ¢Cufl es In mult:pllclﬂnd de-las demés rafces?

1486, Mostrar que la ecuacion 2® — 322 +6x — 1 = 0 tiene
g6lo una raiz real simple perteneciente al intervalo (0, 1). Hallar
esta’ raiz, con exactitud hasta 0,1, aplicando el método de pruebas.

1487. Mostrar que la ecuacién * + 32 —a2 —2 =0 tiene

dos, v sélo dos, raices reales simples pertenecientes a los intervalos
(—-1 0) y (0, 1), tespeutwamanbe Aplicando el método de pruebas,
hallar estas raices con. exactitud ‘hasta. 0,1.
" 1488. Mostrar gue la ecuacién f (z) = a %= 0, donde f (x) es un
polinomio de coeficientes positivos, siendo meares los exponentes
de todos sus términos, tiene una, vy s6lo una, raiz real, que puede
ser miltiple. Analizar el caso de ¢ = 0. Hallar la raiz de la ecua-
eién z° 4- 3z —1 = 0, con exactitud hasta 0,01 y combinando el
método de pruebas con el de cuerdas.
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1489. Demostrar €l siguiente teorema: para que la -ecuacién
z* < pz -~ ¢ = 0 tenga tres raices reales simples;-es necesario v sufi-
ciente que los cosficientes p y ¢ satisfagan la desigualdad hpt -
+ 27¢* < 0. Hallar todas las raices de la ecuacién a® — 9z -+ 2o
= 0, con exactitud hasta 0,01 y combinando el método de pruebas
con el de cuerdas. ) y

1490. Mostrar que la ecuacidn z* -+ 22* — Bz 4 2'= O tiene
dos, y sélo dos, raices reales simples pertenecientes a los intervalos
(0, 1) y (1, 2), respectivamente. Hallar estas rafces con exactitud
hasta 0,01 combinando -6l método de cuerdas.coi: el de tangentes.

1401, Mostrar que la ecuacién 2® -5z 4- 1 = O tiene una raiz
real simple perteneciente al intervalo (-1, 0). Hallar esta raiz
con exactitud hasta 0,01 combinando el método de cuerdas con el
de tangentes.

En los ejercicios 1492 —1497 deben, hallarse los valores aproxi-
mados de las rafces de las ecuaciones combinando los tres métodos:
el de pruebas, el de cuerdas y el de tangentes. (En caso necesario
conviene usar tablas de los valores de las funciones que figuren en
las ecuaciones). i B

1492. Mostrar que la ecuacién ze™ = 2 tiene solamente una raiz
real perteneciente al intervalo®(0, 1). Hallar esta raiz con exactitud
hasta 0,01.

1493. Mostrar que la ecuacién z ln 2 = ¢ no tiene raices reales
cuando @< —A/e, tiene una Taiz real doble cuando a = —1/e,
dos rafces reales simples cuando —1/e < @ < 0 y una rafz real simple
cuando @ == 0. Hallar 1a raiz de la ecuacién z In z = 0,8 con exacti-
tud hasta 0,01. . )

1494, Mostrar que la llamada ecuacién de Kepler r = gsenx
+ a, donde 0°<C ¢ << 1 tiene una raiz real simple. Hallar esta raiz
con exactitud Hasta 0,001 para e =0538, vy a=1.

1495. Mostrar que la ecuacién a* = az para a > 1 siempre tiene
dos, y sélo dos, raices reales y positivas, siendo una igual a 1 y otra,
menor, mayor o igual a 1, lo cual depende de si a es mayor, menor
o igual a e. Hallar la segunda raiz de esta etuacién con exactitud
hasta’ 0,001 cuando @ =3. = A e

1496. Mostrar que la_ecnaciGn.

a =1, ' . A ) PR
1497. ¢{Cuél ha de ser la bage a de'un sistema de logaritmos en el
que existén nimeros iguales a‘sus logaritmos? ¢Cudntos niimeros, de
oste tipo puede haber? Hallar este’numero (con exactitud -hasta
0,01) para a = 1/2. -
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§ 5 F{_)rmula de Taylor
y su aphcaclon

Formula de Taylor parg los polammms

4498. Desarrollar al pohnom,lo z — 528 4 2 — 3z + 4 en po-
_tencias del binomio' z < 4

1499, Desarrollar el ,po\momlo Z2° 32" =22 4 en pbtencias
" dol binomio 2 4 1."

1500. Desarrollar el polinomio #'® — 3z + 1 en potencias del
binomio =z — 1.

1501. Desarrollar la funcién f(x} {2t — 3x + 1)2 en poten-
‘cias de z, aplicando la férmula de Taylor.

1502. f (x} es un polinomio de'cuarto grade. Sabiendo que f (2) =
=1, @)=0Ff@ =2 f (2 = —2, fV (2) = 24, caleular
£(=1), ¥ (), 1 ).

Férmula de Taylor

1503. Dscribir la férmula de Taylor de n-ésimo orden para la
funcion y —%cuando z, = —1i.

1504. Escribir la férmula de Taylor (la de Maclaurin) de n-ésimo
orden para la funcién y = ze* para z, = 0.

1505. Escribir la férmula de Taylor de n-ésimo orden para la
funcién y =}z cuando z, = 4.

1506. Escribir la férmula de Taylor de 2n-ésimo orden para la
-‘°+e

funcién y =

cuando a, = 0.

1507, Escrlblr la férmula de Taylor de.n-ésimo orden para la
funciéon y = 2°ln x cuando =z, = 1.

1508. Escribir 1a férmula de Taylor de 2n-ésimo orden para la
funcién y = sen® 2 cvando z, = 0.

1509, L‘scrllnr la férmula de Taylor del 3¢ orden para la fun-

cion y = ﬁ cuando z, = 2 y construir las grificas de la funcién

dada y de su polinomio de Taylor de tercer grado.
1510. Escribir la férmula de Taylor de 2° orden para la funcién

'y = tg z cuando z, =='0 y construir la gréfica de Ia funcién dada
v de su palinomio de Taylor de segundo grado.

1541. Escribir la"férmula ‘de Taylor de 3¢ orden para la funcién
y = aresen  cuando z, = 0 y construir la ‘grafica de la funcién
dada y de su polinomio de Taylor de tercer grado.

8—0176
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1542, Escribir la formula de Taylor, de 3° orden para la funcién
y = —=cuando z, =1 y construir la gréfica de la funcién dada

z
y de su polinomio de Taylor de “tercerJgrado.
1543*, Demostrar que el nimero 0 en el término complementario
de la fé6rmula de Taylor de primer orden

fla+ R =1+ @+t @+

tiende a 1/3 para h —-0, si f* (z) es continua para 2 = a ¥y " (&) #+=
= 0.

.Algunas aplicaciones de la férmula de Taylor

En los ejercicios 1514 —1519 analizar el comportamiento de las
funciones dadas en los puntos que se indican.,

1514, y = 228 — 2 -+ 3 en el punto z = 0.

1515, y = 2t 4 3% + 1 en el punto z = 0.

£516, y = 2cosz + z* en el punto z = 0. -

1517. y = 6 Inz —22° + 92° — 18z en el punto z = 1.

1518. y = 6 sen z 4- 2* en el punto z = 0.

‘15019. y = 24~ — 24z — 122 —4z® —z* —20 en el punto
z = 0.

1520. f (2) = 21° — 32® + 2* + 2. Hallar los tres primeros tér-
minos del desarrollo por la f6rmula de Taylor para z, = 1. Calcular
aproximadamente f(1,03}. .

1521. f{z) = 28— 27" + 5a® —z + 3. Hallar los tres pri-
meros términos del desarrolle por la férmula de Taylor para %, = 2
Caleular aproximadamente f{2,02) y 7 (1,97).

1522. f (z) = 2% — 2 - 2™ "Hallar log tres primeros térmi-
nos del desarrollo de f {z) en potencias de z — 1y calcular aproxi-
madamente 7 (1,005). ’ :

1523. f (z) = 2* — Ba® 4 z. Hallar los tres primeros términos
del desarrollo en potencias de z — 2. Calcular aproximadamente
F(2,1). Caleular f(2,1) exactamente y liallar los errores absoluto
y relativo, - - bRy _

'1524. Comprobar que calculando los valores de la fanei6n e*
para < 2 << 1/2 con -arreglo a’la férmula aproximada

; RS

s co__r_ue'te' un error menor {ue 0,0-1..::"'|Val__'ié;:|_&63§. de 'ello.. hallar Ve.—'
con tres cifras exactas. oy ; o

13525 Valiéndose de la férmula aproximada e* a1+ z+
+32—— hallar %—;—, y calcular el error. '



§6. Curvatura . - - 15

© 1528, Comprohaf.;- t[u‘e;:;.p.az"a. los &ngulos menores qua.28°561 error
_‘que resultaria de haber tomado la expresibn z — ;T- + Fy en vez

de sen z, seria menor ‘que 0000001 Vahéndose de ello, calcular
sen 20° con seis cifras exactas.

1527. Hallar el cos 10° con exactitud hasta 0,001. Mostrar que
es suficiente tomar-la correspondiente férmula de Taylor de segundo
orden para alcanzar.la exactitud indicada.

1528. Aplicando -la_férmula aproximada

In {_;1_;+x}-z¢_.§.+T_%

hallar el In 1,5 y caleular el error.

§ 6. Curvatura

En los ejercicios _1529 —1536 hallar la curvatura de las lineas

que se indican.
1529. De la hlpérbola ::y =4 en el punto (2, 2).

1530, De la elipse —+— en loz vértices,

1531, y = 2* — 42® — 182® en el origen de coordenadas.

1532. y* = 8z en el punto (9/8, 3).

1533. ¥ = In z en el punto (1, 0).

1534, y = In(z -+ V1 + 2z en el origen de coordenadas.

1535. y = sen « en los puntos correspondientes a los extremos
de la funcién.

1536. Del folic de Descartes z®+-y3=3 azy en el punto

(3o, 30).

En los ejercicios 1537 —1542 hallar la. curvatura de las lineas
que se indican en un punto cualguiera {(x, ¥).

1537, y=2°. 1538 5 Y _ 4 1539, y=Inseca.
_ 3 A i
1540, z3 4 yi=a%. 1541, Zn 4Lt 152 y=ach L.

En los ejercicios 1543 —1549 hallar la curvatura de las lineas
que se indican.

1543. = = 3, y = 3t — £° para ¢t = 1.

1544, 2 = acos’t, y = asen®t para f=4;:

1545. x = a (cos ¢t - ¢ sen ), y = @ (sen ¢ — { cos {) para tz;
8¥
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" 1546, x=2acost —aco82f, y=2asent —aszen2f en un
punto -cualquiera. :
1547. p = a® en ol punto p=1, ¢ =0.
1548. p = ap en un punto cualguiera.
1549, p = a¢® en un punto cualquiera.
1550. Hallar el Tadio de curvatura de la elipse -E;' +~:-;—- =1

en el punto en que el segmento de la tangente entre los ejes de coor-
denadas se divide en dos partes iguales por el punto de contacto.

1551. Mostrar que el radio de curvatura de la pardbola es igual
al segmento doble de la normal comprendido entre los puntos de
interseccién de la normal con la pardbola y su directriz.

1552, Mostrar que el radio de curvatura de la cicloide en cunal-
quier punto suyo es dos veces mayor que la longitud de la normal
en el mismo punto.

1553. Mostrar que el radio de curvatura de la lemniscata p* =
= g®c0s 2¢ ©s inversamente proporcional al radio polar corres-
pondiente. >
" 1554, Hallar la circunferencia de curvatura de la pardbola y =
= z* en el punto (1, 1). :

15565, Hallar la circunferencia de curvatura de la hipérbola
zy = 1 en el punto (1, 1).

1536. Hallar la eircunferencia de curvatura de la linea y = e*
en el punto (0, 1)."

1557, Hallar la circunferencia de curvatura de la linea y = tg 2
en el punto (n/4, 1).

1558, Hallar la circunferencia de curvatura de la cisoide {z* +
+ y*) . — 2ay® = 0 en_el punto (a, @).

En los ejercicios 1559 —1562 hallar los vértices (es decir, los
puntos en los cuales la curvatura toma su valor extremo) de las
lineas que se indican.

1559, Ve +Vy=Va 1560. y = In 2.

1564, y = &*. )

1562. = = a (3 cos't + cos 3t), y-=a (3 :sen ¢ -+ sen 3¢).

1563, Hallar el mayor valor del radic -de curvatura-de la linea
o =asen L. o

1564. Mostrar que la curvatura en un punto P-de la linea y =
= f () o9 igual a | y" cos® @ |, donde @ es el angulo formado por -
la tangente a la linea en el punto P'con el eje ‘positiva de las abscigas.

- 4565. Mostrar qué la curvatura de una linea en un punto cudl-
quiera puede ser expresada por la relacién & = ‘{%r donde”'a
tiene el mismo significado: que en. el ejercicio “aBterior.~ -

1566. La funcién f (x) esti definida del modo siguiente: f (z) =
=29 en el intervalo — oo < 2K 1, f (z) = az® <+ br +¢ en el
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;mterva.lo 1 < <00, aCu&les deben ser. los valores de a, b; c para
que la lfnea y = f (z) tenga una.curvatura continua por todas partes?
1567. Son dados-el-arco:AM de la clrcunferencla de radio igual

i \':g . E'C'fff'w

& 5.'cuyo- centro._es el punto (0; 5),
y el segmento BC: desla recta que:
une los puntos B {1, 3) y C (11, 66)
{véase la fig. 35). Es necesario unir el
spunto-M. con el purito, B por un arco
iparabélico demodo que la Jinea AMBC
tenga la curvatura continua por tedas
partes.. Hallar la: ecuacion de la pa-
‘tbola buscada (tomar la pardbola
-de quinto: orden).; .

En los ejercicios 1568~—1574 ha-
llar las coordenadas delcentro de la
curvatura v la ecuacidén de la evoluta
para las lineas que se indican. _

1568. Pardbola de n-ésimo orden y = z".

.8 @
1569. Hipérbola ———{zi =1, 1570, Astroide xs+y-’_=a3.
1571. Parédhola semiciibica p® = az®

1572. Pardbola z = 3¢, y = * —6.

1573. Cisoide y?= -E-IJ—- !

Q==
z=a (14 cos?t)sent,
y =@asen?tcost.
1575. Mostrar que la evoluta de la tractriz
P —a(lntg%+mst_) , y=asent

1574. Linea {

es una catenaria.

1576, Mostrar .que la evoluta de la espiral logaritmica p = a%
es exactamerte la fnisma espiral, pero desplazada un poco con cierto
dngulo. {Seria posible elegir un valor de modo que la evoluta coin-
cida con la espiral?

1577. Mostrar que cualquier envolvente de una circunferencia
puede ser engendradn desplazando una de ellas con un angulo’ co-
rrespondiente,

1578, Mostrar que Ia distanéia entre in punto de la clclmde
y-el centro de la curvatura del punto correspondiente de la evoluta
es igual al didmetro, doble del circulo generadar

1579. La parébola semiciibica pu* -a:— (a: —2p)® sirve de

evoluta de la pardbola y* = 4pz. Hallar la lcmgxtud del arco de la
parabola semiciibica desde él ¢pico» hasta el punto (z, y).
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1580, Hallar 1a longitud de la misma evoluta de la elipse cuyos
semiejes son iguales a a y b.

1581. Mostrar que la astroide z = acos® ¢, y = a sen®¢ tiene
por evoluta una astroide de .dimensiones lineales dobles y girada
45°, dVahéndose de ello calcular la longitud del arco de la astroide
citada

1582*. Mostrar que la evoluta de la cardno;de z=2acost —
—acos 2, y = 2asen £ —a sen-2¢ es también una cardioide seme-
jante a la dada. Valiéndose de ello hallar la longitud del arco de
toda la cardioide.

1583*. ‘Demostrar el siguiente teoréma: si la curvatura del arco
de cierta linea sélo crece, o bien solamente deerece, las circunferen-
cias de la curvatura correspondientes a distintos puntos de dicho
arco no se corTtan v se hallan situadas una dentro de la otra.

: § 7. Problemas de calculo

1584. _Ha]lar; el minimo de la funcién y =zt +2z*+ x4+ 1
con exactitud hasta 0,001.

1585. Hallar el méximo de la funcién y =z 4+ lnz —a® con
exactitud hasta 0,001.

1586. Hallar los valores méximo y niinimo de la funcién y =
=2+ 3cosz en el intervalo (0, »’5—) con exactitud hasta 0,01.

1587. Hallar los valores miximo y minimo de la funcién y =
=z —e en el intervalo (0,2; 0,5) con exactitud hasta 0,001.

1588. Hallar las coordenadas del punto de inflexién de la linea

y= 5 (@°— 622 +192—30)

con_exactitud hasta 0,01.
1589 Hallar lss coordenadaa del punto de mﬂexlén de la_linea

'3 o= 628 In 7 4 26° = Qg
con exactitud hasta 0,01. . . y
1590, Hallar la curvatura de la linea y = 5,7 en el punto de su

interseccion: GOIJJ la recta y ==z -1, con exactitud hasta 0,01,

4591, En la linea y = Inz hallal:, -con ‘exactitud hasta 0 001,
1as coordenadas ‘del punto‘en’ que el radio- de, curvatura de la lmea
dada es tres veces mayor que la abscma de ‘este punto.
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Integral definida

§ 1. Integral definida
y sus propiedades mds elementales

1592. Expresar por medio de una integral el drea de la figura
limitada por las siguientes lineas:

1) los eéjes de coordenadas, la recta 2 = 3 y la pardbola y =
=z%'4- 17" '

2) el eje de abscisas, las rectas z =a, £ =b y la linea y =
=e* + 2 (b > a);

3) el eje de abscisas y el arco de la'sinusoide y = sen z corres-
pondiénte al primer semiperiodo;

4) las pardbolas y = 2® e y =8 —a¥

5) las pardbolas y = 2? & y =V

6) las lincas y =Inz e y=In%2a

1593, La figura estd limitada por el eje de abscisas y las rectas
y = 2z, & = 4, x = 6. Hallar las dreas de las figuras de n «esca-
loness entrantes y salientes, dividiendo el intervalo [4, 6] en par-.
tes iguales. Mostrar que si n crece infinitamente, las dos expre-
siones obtenidas tienden a un mismo limite S, drea de la figura.
HMallar los errores -absoluto y relativo al sustituir el drea de la
figura dada por las de las figuras de n «escaloness entrantes y
salientes. ) .

1594, Un trapecio mixtilineo de base [2, 3] estd limitado por
la pardbola y = 2. Hallar los errores absoluto y relative al susti-
tuir el 4rea dada por la de la figura entrante de 10 «escaloness.

1595. Calcular el area de la figura limitada por la pardhola

= z3/2, las rectas * = 3, 2.= 6 y el eje deabscisas,

1596. Calcular el 4rea del segmento de la pardbola y = a? cor-
tado por la recta y = 2z + 3.

1597, Calcular el 4rea del segmento parabdlico de base a =
= 40.cm y la altura » = 6 cm. (La base es una cuerda perpendicular
al eje de la pardbola, véase la fig. 36.)
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1598, Caleular el #frea de la figura limitada por la pardbola
y ==2® —4x 4+ 5, el eje de abscisas y las rectas x = 3, ¥ = b.
1599. Calcular el 4rea de la figura limitada por los arcos de las

pardholas y = -i-m” e y=23 — o}

2
1600. Caleular el 4rea de la figura limitada por las pardbolas
& y=2a*—06zx+10 e y =6z —a2
T 1601. Caleular el 4rca comprendida entre la

I pardbola y = 2® — 2z + 2, la tangente a ésta en
' el punto (3, 5), el eje de ordenadas y el de
l  abscisas.

= 1602. Un punto material efectiia el movimien-
to a uma velocidad v = 2¢ + 4 cm/s. Hallar
la distancia recorrida por el punto en los prime-

Tos 10 s,
1603. En la caida libre la velocidad v es
Tig. 36 igual a gi. Hallar la distancia recorrida er los

primeros 5 8 de caida.

1604. Ta velocidad del movimiento, que es propercional al
cuadrado del tiempo, era igual a 1 cm/s al finalizar el cuarto segun-
do. ¢Cnil es la distancia recorrida en los primeros 10 s?",

1605. Se sabe que la fuerza que ejerce la reaccién a la extensién
del muelle, es proporcional al alargamiento del misino (ley de Hooke).
Al extender un muelle, lo hicieron 4 ¢m méas largo, efectuando con
ello un trabajo igual a 4100 julios. ¢Qué trabajo se produciria al
hacer ¢l muelle 10 ¢ més largo?

1606. Para que un muelle se haga 2 cm mas largo, es necesario
efectnar un trabajo. igual a 20" julivs, éCuanto més largo se hard el
muelle si'se aplica un trabajo igual a 80 julios? - -

1607. La velocidad v-dela desintegracién radiactiva es una fun-
cién dada del tiempo: v = v (). Expresar la cantidad m de la sus-
tancia radiactiva desintegrada en- el espacio de tiempo desde el
momento. T’y hasta el momento 7T;:'a) aproxiinadamente, mediante
una suma, b) exactamente, mediante una ‘integral. %

1608. La velocidad @ que ‘ze calienta el cuerpo es una funcidn
dada del tiempo ¥ (£). {Cuéntos grados aumenta la temperaturs 6’
del cuerpo en el espacio del tiempo comiprendido entre el momento
T,y el momento 7';? Expresar el tesultado: a) aproximadamente,
mediante una suma, b) exactamente; mediante una integral. -

 1609. La corriente alterna-J es una funcién dada del “fiempo
I = I (#). Expresar (aproximadamente, mediaiite una Suma, y-
exactamente, mediante una integral)'la-cantidad Q de electricidad
que pasa a través de la seccidn transversal del conductor en’el tiem-
po T desde que comienza el experimento.

“4610. Lia tension-E de la corriente-alterna es una funcitn dada
del tiempo £ = ¢ (#). La corriente J es también una funcidn dadas
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: del tiempo I = !IJ (:} Expresar el trabajo A ‘de la corriente en el
espacio de tiempo. comprendido entre el momento 7 y el momento:
Ty: a) aproximadamente, medlante una: suma, b) exactamente,
_mediante una integral,
© 1641, Un circuito eléctrico es alimentado por una- bateria. de
acumuladores. Por-espacio” ‘de 10 min 1a tensién en los bornes decrece:
uniformemente desde E; = 60 V- hasta E = 40 V. La resistencia del
eircuito R = 20 ohm. Hallar la, cantldad de electricidad que pasa

_por el circuito en 10 min.

1612 La tensién de un-circuito ‘eléctrico-decrece uniformemente,
dlsmmuycndu a=15V por un’ minuto. La tensién inicial del
eireuito- £, = 120 V, la resistencia del mismo A = 60 ohm. Hallar
el trabajo del clrcuito efectuado en 5 min. Se prescinde de la induc-

‘ tancia y de la capacidad. -

1613. En un circuito se introduce uniformemente la tension.
Al comenzar el experimento:la tensién era igual a cero. ‘Al cabo de-
un minuto la tensién alcanza 120 V. La resistencia del circuito es
-igual a 100 ohm. Se prescinde de lainductancia y db la capacidad,
‘Hallar el trabajo del circuito durante 1 min.

1614. La pared rectangular.de un acuario lleno de agua tiene
base ¢ y altura b. Expresar la fuerza P de la presibn del agua contra
la pared: a) aproximadamente, mediante una suma, b) exactamente,
mediante una integral.

1615. a) Calcular la fuerza P con la que el agua, que llena el
acuario, hace presién sobre una de sus paredes Esta tiene forma
rectangular, longitud a = 60 cm, y altura, b = 25 cm. b) Dividir
la pared del scuario con una recta horizontal de modo que las fuerzas
de presion sobre las dos partes de la pared sean iguales.

Cdleulo de integrales mediante la suma

1
1616. Calcular la integral \e*dz sumando directamente y pa-

sando después al limite. (Conviene dividir el intervalo de integra-
ci6n en n partes iguales.)
1617. Sumando directamente vy pasando “hiego al limite, calcular

la integral 5 o* dz, donde kesun nimero entero positivo (dividir

el intervalo de integracién en partes tales que las abscisas de los
puntos de divisién formen una progresién geométnca]

1618. Valiéndose de la. férmula obtenida en el ejercicio ante-
rior, calcular las integrales:

;
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10 a+-2 . a

1 {edz 2 | adn 3 [22am & ¥ du;

: a-2 % a

- a 1'?'1‘2a n 2.8

5) j(SaF—a:-i-i]d.z 6) [ L dz; ) j 2z 1)2da;
(1] [ i

) S(a:—a)_(z—-b).d:c; 9) Eﬁ‘-t—”ﬁdr; 10) k(m“b) da;

a—b
0

s

5F!1) ixadx; 12) f%dx; 13) 3(%-“6—“) dz.
i 0 L i}

i ;
11619.* Hallar lim M“—’j{-#jipara k> 0. Calcular aproxi-

| Ti+oa

madamente 15425 4... +100~".

I

1620 Caleular la integral ‘E —, sumando directamente y pasan-

i

do Eluego alj limite. (Dividir el intervalo de integracién de modo
H o

que las abscisas de los puntos de divisién una progresién geomé-

tr:da } " .

1621. Formar la suma integral para la integral 5 22 Jividiendo
i 1
el ;ntervalo de integracion en n partes igunales. Efectuando la compa-
racién con los resultados del ejercicio anterior, calcular
M (L oo 1 x
i mn:n(n+n+i+n+2+"‘+£n)'

11622+, 11m(%+;;—;+%4_2+...+ ){a 6s un ndmero

aentem) Calcular. aprommadamenta( <o+ Tor 101 +—02.+. 8 +_a5)

11623*., Calcular lag integrales, sumando dlrectamente y pasando
'Eluego al limite: ' :

|1) Sxe”d: 2) Slnxda:, s;f 182 g,

{E Jn- el ‘[) dividir el mtenialo da mtagracwn en partes 1guales, en
dog:2) y 3) proceder igual que en el ejercicio: 1620.] -
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§ 2. Propiedades fundamentales
de la integral definida
Interpretacion geomé?ricé de la integral definida
_ 1624. Expregar mediante una integral el irea de la figura:limi-
tada por el arco de la’ sinusoide correspondiente al intervalo) 0 <
<2< 2n y por el eje de abscisas.
1625.. Calcular el Area de la figura limitada por la parébola
cibica y = 2% y la recta y = 2.
1626. Caleular el 4rea de la flgura limitada por las paribolas
y=2z—22—3 o y_.-—z + 6z —3.
1627, Calcular el drea de la figura hmntada por las lineas y =
=3 —zey=2a" —1.

Eveluacién de la integml

1628.Demostrar que la integral j ﬁes menor que%

2
1629, Demostrar que la integral Se“"”dz estd comprendida
1]

entre —.?'— ¥ 26
L]
En los ejercicios 1630 — 1635 evaluar las integrales.

3,5

1630. | =% 1631.5 :213 dz.
1,5
ox s
4 2

1632, | (1+sen?m)dz 1633, § =
T T
Vi ;

1634. T-anrctgzdx 1635. iz’e*“‘dx.

1636. Sin hacer ningtin céleulo, averiguar cuél de las integrales
es mayor:
1 1 2 2
y {odz s {oan 9 fa2dz 6 'Ex'dx.
 §

] ]



124 " Cap. V. Integral definida

1637. Esclarecer cudl-de las integrales es mayor:

1 i ) 2 2
1) {22z 6 [20as, 2 ‘E 24 dz 6 S 2% dz,

0 ] 1

2 2 4 4
3)._5. Inzdz 6 §(lnx)adm, 4 il-nxd:c 8 é{ln'x)*dcc.

1638. Aplicando la desigualdad de Cauchy— Buniakovsky

(=) fz(é_r)dx‘ < \/31 Vi (=) d ]/f [f2 ()P dz

p — 5
demostrar que §V1+1‘5dx<:y2—d.

Mostrar que la aplicacién de la regla general produce la evaluacidén
menos exacta..

1639. Partiendo de consideraciones geométricas demostrar las
Slgmentes proposiciones:

a) si en el intervalo [a, b] la funcién f (z) crece y tiene su gréfica
céncava, se tiene

(b#-a),f(a}-cj f (o) dz < (b—a) LOEL ),

b) si en el intervalo [a, b} la funcién f(x) crece y tiene su
grafica convexa, se tione

b
(b“a)ﬂ‘?l%{i@.< 5 flz)dz << (b—a)f (b).

z2 dx

T 22 aplicando el resultado obte-

1640, Evaluar la integral

[ T N

nido.en el e]emww 1639.
1641. Evaluar la integral i }/1+:.-:‘ dx aphcando

1) el teorema fundamental sobre la evaluacwn de la ‘integral,

2} el resultado obtenido en el ejercicio 1639,

3) la d%lgua]dad de Cauchy —Bumakovsky (vease el ejerci-
cio 1538) ;
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?&‘Ior medio- de ‘la funcién

1642, Calcu.lar ol valor medio de la funcién lineal y=kx+0b
en ¢l intervalo [%,, 7,). Hallar el punto.en que la, iuucxén toma este
valor.

-1643. Calcular 6l valor medio de la'funcién cund.rét.ma = axt
Jen el intervalo lzy,-z;1.-¢En cuntos puntos del intervale la iuncmn
toma.. este. valor?

4644. Calcular el valor,medio de la funcién y = 22* +3z+3
en el intervalo I1, 4.

1645, Parhendo ‘de consideraciones geométricas, calcular el
valor ‘medio de la. funmon Y= I/a 2% en el intervalo [—a,.al.

1646. Partiendo ' de -¢onsideraciones geométricas, indicar 6l
valor medio de la fancién continua impar en el intervalo simétrico
respecto .al origen de coordenadas.

1647.. La seccién de un canalén tiene la forma del segmento
parab6lico. Su base es igual a.a = 1 m, la profundidad % = 1,5 m
(véase la fig. 36 en la pig. 120). Hallar la profundidad med1a del
<canalén.

1648, La tensién del .circuito electrmo crece uniformemente
por espacio de un.minuto, desde E, =100 V hasta B, = 120 V.
Hallar la intensidad media de la corriente correspondiente a este
E(L]'smlf espacio de tiempo. La resistencia del circuito es igual a
10 ohm.

1649. La tensién del circuito eléctrico va decreciendo uniforme-
mente, disminuyendo 0,4 V por minuto. La tensién inicial en el
circuito es igual a 100 V. La resistencia es igual a 5 ohm. Hallar
la potencia media de la corriente durante la primera hora del fun-
cionamiento.

Integral de limite variable

1650. Calcular las integrales de limites superiores variables:

1) jzad:c 9) jzbdz 3) j (ﬁ—z{)dx.
0.

1651. La velacldad del movu:nmnto de un cuerpo es proporcional
al cuadrado del tiempo. Hallar la dependencia entre la distancia
recorrida s y el tiempo 2, si es sabido que en los primeros 3 s el cuer-
po rgﬁerrlé 18 em y que el movimiento comenz6 en el momento
=

1652. La fuerza que obra sobre un punto material cambia uni-
formemente respecto a la distancia recorrida. Al principio del trayec-
to era igual a 10 N y al desplazarse ¢l punto 10 metros, la fuerza
aumentd hasta 600 N. Hallar la funcifén que expresa la relacion
entre el trabajo y la distancia recorrida.
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1653. La tensién de un -circuito eléctrico varia uniformemente,
siendo igual a Ey para t = t;, y E; para t = t,. La resistencia R
es constante, se prescinde de la capacidad y de la auteinduccion.
Expresar el funcionamiento de’la corriente como fupcién del tiem-
po t transcurrido desde que comenz6 el experimento.

1654. La capacidad calorifica de un cuerpo depende de la tem-
peratura del modo siguiente: ¢ = ¢, 4 of -+ p¢*>. Hallar la funcién
que determine la dependencia existente "sntre la cantidad de calor
recibida por el cuerpo al ser calentado desde cero hasta t, y Ia tem-
peratura £.

1655. Un trapecio mixtilineo est4 limitado por la pardhola
y = a2, el eje de abscisas y una ordenada mévil. Hallar el valor
del incremento AS y de la diferencial 45 del 4rea del trapecio cuande
2 =10, v Az = 0,1,

1656. Un trapecio mixtilineo estd limitado por la linea y =
=V Z - 16, los ejes de coordenadas y una ordenada mévil. Hallar
el valor de la diferencial dS del frea del trapecio cuando z = 3
y Az =0,2.

1657. Un trapecio mixtilineo estd limitado por la linea y = 2%,
el eje de abscisas y una ordenada mévil. Hallar los valores del
incremento AS del 4rea, de su diferencial dS, los errores absolute

() y relativo ('6 = a—‘fs-) que se cometen al sustituir el incremento

por la diferencial, si =4 y Az toma los valores 1; 0,4 y 0,04.
1658, Hallar la derivada de la funciom

x o "
= 5 -i-!-—:j!:%dt para x= 1.
0
1659. Hallar la derivada de la funcién
y = Y sonzdz parn =0, z=3, z="1.
]

1660. ¢A qué es igual la derivada de la integral cuyo 1imite infe-
rior es ‘mévil y el superior es constante, respecto al limite inferior?

1661. Hallar la derivada de la funcién y= S V1¥a%de para
z=0y z=23/4. &
1662, Hallar la derivada respecto @ & de la funcitn y=
750y ] s :
o 5 sen x e

; x
[




§ 2. Pmpiada‘des iundémente]es do la integral definida ~ :© 127

.1663. Hallar la.derivada respecto a « de la funclén

1) j‘—“-“dz 2) jluxdx

y 2z
1664*. Hallar la der.wada respecta azdela funcuﬁn S In® :cdx

1665. Hallar la denvada Tespecto a = de la funcmn v dada en
forma implicita:
v ‘=
S et dt - S cos t dt =0.
0

1666. Hallar la derivada respecto a z de la funcién v dada em
forma parametrlca
t

1) z= j sentdt, y= 5 costdt; 2) z= j tinidt, y= i 2 Indi.
1667. Hoallar el valor 1llie la segunda denvada respecto ‘; z de la
funcién B
y= \ —l--_—°fL5;—3 para z=1,
1668. éPara qué Valo: de z la funcién
I{z)= T ze*®dr tiene extremo? ¢ A qué es igual?
L]

1669, Hallar la curvatura en el punto {0, 0} de la Jinea dada
por la ecuacidn

y$5(1+3)1n(1+£)d1:.
o

Fig. 37 Fig. 38
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1670. Hallar los puntos del éxtremo y los de inflexién de la
grifica de la funcidén
kS
y_—-S (22 — 3z - 2) dz. Construir la gréfica de esta funcién.
0
1671. Siguiendo las gréficas de las funciones presentadas en las
fig. 37 y 38, averiguar la forma de las gréficas de sus funciones
primitivas.

Formula de Newton — Leibniz
1672, Calcular 1as integrales:

S 5 %; 3) SSVEJE; 4) i (:.c—l——) di;

} i 1

3 Vz(14Vz)dz; 6) 520/5— V zydz;  7) ? dj
1

& 2]
8) j—+-csc. 9) 51/_(“>G b0 10) {(VZ—12da.
20
1673. Calcular las integrales:
n n £
1) jsenzdx; 2) §coszdx
0
{interpretar geométricamente el resultado obtenido),

V3

1 " =
sectzdr; 5) ,T}'H—x 6) j
0 i

T

e Lt

%

3
3) je"dx; 4)
i

3
1674. La funcién f (2) tiene valores iguales en los puntos z = a
# = b, y una derivada continua. éA qué es igual la integral

%
S;‘ (x) dz?

I1675 'La tangente a la gréflca de la funclén i = f (x) en el punto
cuya abscisa es z = @, forma un ringulo de »3- con el ejo de abscisas,
mientras que en el punto cuya absclsa es @ = b forma un ﬁngulo

de . Calcular gf" (x) dx ¥ S}" (z) 1" (z) d:c /' (z) se supone con-

a.t.mua.



Capitulo VI

Integral indefinida.
Caleulo™ integral

§ 1. Métodos mdas simples
de integracién
En los ejercicios 16764702 hallar las intégrales; usands la
tabla de integrales y aplicando las reglas elementales para la inte-
gracion. $

1676. { Vzadz. 1677, 5 ©adr. 1678, j%";—

1679. {10%dz. . 1680, (ot 1681,

S dz

2Y="
1682. 5?‘% 1683, 53,4;-0-” dz. 1684 | (1—2u) du,
1685 [ (Vo 1) eV F41)az.  t686, [ LEmDrte 4

1687. | (20424 3z-08 —5038) gz

1688. | (152)*as. 1689, | C= ae.
1690. SLLJ.;;:_E)’ dz. 1691. | *’%—Eﬁdz
1692. 5%‘%—; : 1603, § 252 gr
1694, j%—i—j—ﬁ%—:dx 1605 | 302 gz
1696. { tg2dz. 1697. Sctgza;gz_.
' 16985 ésen*% dz., - 1699, | g—;&%ﬁ;

90176
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dx
co8 2x -send x”

i (1422 dx
1700. \W 1701, S

1702. j (aresen x4 arccos z) dz.

En los ejercicios 1703—1780 hallar las integrales, aplicando el
teorema sobre la invariancia de las férmulas de integracidm.

1703. Ssan'_a:d(senz}. 1704, jtgaz:d(tg:c).
d(1+4?) :
1705. 5 fas= 1706. § (z+1)% .
dx
1707. Sm 1708. | g (e 1)-
1709. SV B3z dz. 1710. 51/8-—-2:cd.r.
m
1711. jwm 1742, | 20y 7 1.
1713. jz]/i—x‘zdx. 1714. jxﬂ/ﬁ T+ 2dz.
- zdz r‘dx

1715. j ‘, 2_+‘. 1716. j

7. ) bTl l:Gx 5]d1:
17 ,/—4"— 1718 52]/'3:2—5;4-5
1749. { sen® zeoszdz. 1720. 5 Lt
1721. j 112 1722. 5005 « sen 2z dx.

V' Inz (arctg x)? dz
1723. dez. 1724, | LD
2z

W TR — 726.
;"25 I-(al_‘p&&nx}??l—-zz 720 Ewszz?i-ptgz
s . d(t-k1nz)
1727. ch_s3xd(3x). 1728, Smm S
4729. S cos Bxde: - 1730. i(cosa—cos 2x) dz.
1731, { son (22— 3) da: 1732. | cos ({—22)d=.

;1733. S'i[:cos-('fzi;-:%')]_zdx. 1734. Se"{sen e*ydz. :
arss. [0, qzse. [EEEmR,  wm. [ Gz,

arcsen
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- dz
1738, 53_—1 1739 Sc'+ ke 1740 SI,,M
i, (58, e (25 1743, {§lad 3

1744. 5 tgx dz. 1745 S ctgz dz. : 1746 i ﬁg 3zdz.

1747. [org(2a44)d. 1748. | {202~ 4. 4749, S?ﬁf—x

t750. | 122" g, 1751. j escuxd(sen z).
1':7532."jesnn-xcos:c_d;. 1753.5 de 754, j e de.
1755. { e-omtige. 1756. | e*ada, 1757. | e==a2dz.
¢(3) a
3 g
1758. j.=”- 1759. j. ]/—l——i"r—"
—(3)
dx dr o dz
1760. 5 T30 " 1761. 51/'4—__'?' 1762. m.:
dx x dz zdx |
1763, § 2. 1764, jm 1765. jﬂ'ﬂ“—"“—ﬁ"
2 dz Bz, e* dz
1766, | 5. 1767 { ey 1768. § 9%
2% d. do,
1769. S 1/:—;' 1770.5;:%.
1771. j‘“‘;‘dz. 1772. { (e +1)* da.
14z Jx—1
1773, § s da. 1774 § £=1 e,
{—=z z{i—x%)
1775. § 1/ 2. 1776. § £E= as.
{dz—a? de
1772 | i 1778, i
o, [ ESYEERE g nan [ SOmeedl g
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En los ejercicios 1781 —1790 hallar las integrales, despejando
la parte entera de la fraccién bajo el signo de mtegral_

1781, {22 72, | e 1783 [
1784. .Sgif-a;«:; 1785. E_tzz-—n_u. 1786, | £thed,

1787, { ﬂj_:f dv. 1788, { Grpde. 4789, = da

g,

1790. | S5 2y

En los ejercicios 1791 —4807 hallar las integrales aplicando el
método*de deauomposmién de la ‘expresién integrando y’el ‘método
para despejar el cuadrado perfecto.

1794. 3——({‘1——} e S'm)%r)
1794. S(a—xltb—z}. 1795. SEF z.  4796. 5 7.1:+‘1'[]
1797. § E,B—Jr%m 1798. Ja= ¢ 1799, §t ‘h;;z-
isoo_i-'.{.fj‘._-—)z—_ﬁ. 1801. 5;2% 1802, S:c_:xT—_Z_ﬁ
1803.. _‘_-n_z d2;+5- 1504, 5 VTT‘:;?W' |
1805. | V_,;‘d__:z 1806. { ‘,5_4_‘*.::___9;

1807. 5172-_13;‘—2:@

En los ejercicios 1808 —1831 hallar las integrales aplicando
f6rmulas trigonométricas para transformar la expresién integrando.

1808. j-casezdz. 1809. Ssan’xdx. 1810. SF—%@E

181-2. S‘“‘”’”dz. 1813, 5““”“’ ar.

1811,

14cosz — 0N
cofilzds - | .iaw

(ggzx-q—tg z)da: © s 185 fremress N

[

1814. S

. A846. Scosxsen de:c CATE 81T, S_.cos-'?:;cos 34 dix.
frs
{4

1818.

3e1

:I

2zsendeds: T 1819, [ooszoos 2ucosdads.

1820, it e de & 5._1_3_2_;_‘.,__,5 o2 g,

OOE v




.+ §12i Métgdos prinsipales'do intégrabion . 433

4g08, (9fzdr:  1aps 5..%"'0—‘:%&; 1825: jmﬁ

Ben

o 1826, fcostaan. 1820 [ tgtatn o 1828 § senswan
1829, [son‘zdz. 1830. {tg?zdz. 1831 jm: :

i BT 05 A L

§ 2 Métodos prmclpales
de integracién ’

Integracién por partes
En los ejercicios 1832-—1868 hallar las integrales.
832. [wsendedz. 1833, [ocoscds. 1834 [ zede.
1835. { 287z, : 1836. | 2 lnzdz. (nst—1).
1837, Sa:arc.hg_x.-dz. 1838. J- arccos z dz. 1839. 5 arctg  z dz.

1840, 5 arcsen z d 1841. 5 xlgtz de, . 1842, S x cos® odz.

844 S ““““ dz. 1845. j*’”*“'/” dz.

1843. S%Eaz. -

Vi—z
wo. [ e
3 dz : i
1848 5 /T+z2 " i 1849. ;S.a:”ln_(.i-.+ x) dz.

1850. {se=de. 1851, [o'edz. 1852, ata*da.
1853. Sa:“senxdz. 1854. S:z,%os?zdx-. 1855, Slnz:cdx. -
856, §M%ae 1857 {M2an  1858. | (arosenayia
1859. j (arctg x)* z da. 1860. 5 e"seu:c;ia:_‘.

1861. j e3* (sen 2z - cos 2z) dz. 1862. j e“-cos nzdz.
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1863. Ssen lnzds. 1864. Scos Inzdz. 1865%, | 9=

Vs
1866, S V @+ dz. 1867. j %"):} 1868. S %" sen z dz.

Cambio de variable

En los ejercicios 1869 —1904 hallar las integrales.
1869. |

(sustltnyendo z+1=22%,

H—V:

1870. | V”“i. 1871. { “”*;f‘, dz. 1872 [ =
r— sV z
z4-1 Vz

1873. 5 L an 4874, § S 1/2' 1875. 5 mdz.

1876. 5 ‘/’ dz.  1877. S

dx
— . 1878,
1+ z+1 j lfax+b+m

(sustituyendo z=2z8).

Vzds

t879. | LI
Vz

1880, X%/_E(TVETH 1881, -, 1882, | o tomde

e2% dx . i -
1883. ‘( 7=y {sustituyendo e*-4+1=2z%).

1884. 1885. S Yithe,

zlnz

j dz
Vites"
1886. J V 1-F cos®z-sen 22-cos 22 dz.

1887. ﬂirdx.gass.g 28 1. [

BE0 T-CO8 T Vet —z3 (z2—4)2"°

‘890 5:3 )f:3+c2

(sustlt.uyendo r= —1-, o z=atgz, o ::—_—ashz)

1891 j 1/
1892. jm

L . i P
(sushtuyendo E=—0; 0 =, 0 _z-.qac.hz).

{sustxtuyendo Z =@ sen z).

9
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1894. Slf"T;i’ldx
1896, [VEZ an

1893,

o

1895.

Vita?
= . di.
dz
Ve
L8z~ d
22 Y 2E=0
s

J
J
1897. |
J
)

e = 1898. j el
| Pt 2 et de.

1699, § . 71000, § #VE=ads

% P gy ¥

- : —dde ‘
1901. ($2+4i VW o Ilggz 2 5 l/x-i-‘l .‘pz w ey

. (z41) d=

to0g=. | o= t00e. | STa

En los ejercicios 19051909 hallar las integrales efectuando
primero el cambio de variable y luego integrando por partes.

1905, | ¢VZda. 1906, § sen }/z da.
| Arcsenz z2 arctg =
dx.
arctg =
1909. jmdw-

Diversos problemas
En los ejercicios 1940—2011 hallar las integrales.

1910. 5(¢+1)V¢a+ Brde. 1911. | (14¢™)e™ da.
1912. 5 1913. | 5% d=.
1914. S 1915. Excosa:’d:x:.
1916. { (2 %‘i %"dx.. 1917, | oy do.
1918. _\ % 1919. | e
1920. j vi—e-u ; 1921. | 1;2112 dz
1922. _‘ vw— 1923. S%"é-_idx.
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1924. S,V;—im i 1925, S%
026, § T=trd 1927. | LU082 g
1928, § ity 1929. | 252 da
1930. | L 1981, | VigTesect oz
1932. 5(1—tg3a_:)2;_d; 1933. S ::‘_fj_

1934, § 2% 1935. | - V;;‘_:_
1936, § 1/:1“;"‘:'2'5 A 1937. vamdz.
1938. S(Vsenx-}-‘cosz) dr. 1939, S a™=E
1940. j 1‘/5“1”3“ 1941. SFF_‘;L_.T—Z
Lo 51/12:.d_x9x2—4 e 57%
N —
1946. e, 1947, f 1;3’?_;:;?2
1948. | AR 1949. { - ﬁ;;:';;__'hi dz.
1950, | pisirrds 1954 | Gri:
1952. S V;_i_,—jr%f_]‘_‘_i | pes. {Vﬁzﬁ;‘;_ht_
1954. ﬁi’fa R Ve
1956. Saiétgﬁdé.,_ 1957, { zsenzcosadz.
1958. _S'xzcos:i:o:_z?g:ﬂz;: oo 1989, | et da.



£ §32; Métodos. p._r.iz.m.ipales._rie iutegracién-.: _ 187

cosZz?

1960. Slﬁ'ﬂid B,

1962. § 2o f
ﬂ".s"‘\

dz '§ '

1964, S,—""_m Bl e i

1966.

' 1969 Se2xi-i-lna:dx %

[ T
1968, 5 e“txdy,

J

i

; 34-28- v ; Z arcsen z- : iy
to70. { e 1§71. S-‘VT_;;dx
1972, {222 1973, | e*sen®z d.

U4tz 2)dz i 1=tgz
1974, | LtEade 1975. Smdz.
dg spn x dx
1976, S?—EMWHWP . 977, (R
sen? z cosix. P e T S
1978. Smd -1—9?9f‘5}—wd€.
to0. [dnlie oo L qgat faveean!
o 3
1982, | e=<t28da. Y O
Visz?

t - Ade ‘yo85. { Y E=aF
1984. | Vo 1985, | LEZOE gg,
f dz VY z2=8

1986, | ——22 1987. [ Y2=2 gy
1988. | AT IO 1989. -]
& zt T2—3
Vzdz g VaFit+it
1990. S-%_S—_H 1991. | e
. 30
o) WIS SR ]
A R L B e
8 =2z . 27 dx
1904, | LELE g 19950 | T
dz Vit
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1998, § == 1999. | = 1/
(i~x-*)
000, Visg
2000, { —== - o B =7 d.
4 gz zz
2002. | 2% 2003. | 22— awcigzdz.
89‘(i+ex) dx
2004, g e 2005. j]/e_-—" T dz.
- In(z41)—Inz
2006e. § REERTREa | 2007, § i
2008, { axccos )/ Fydz.  2009. 51:1(::-1—]/ ) da.
A
2010, [}/ 25Zde. 2011 | ——emr.

§ 3. Tipos principales
de las funciones integrables
Funciones fraccionarias racionales

En los ejercicios 20412—2067 hallar las integrales.
1) El denominador tiene sélo distintas raices reales.

1 zdz = " rdz
o012, (g 2018 { o=z
; 2zt L4lz—M
e S CEEa gz

2016. 5 Pl =8 g

014 §
2045, § o
J

d— m—.sz 3 —4z
2017, | Eetoan |
A . 32rds
2018. S o 1 R
gedis oo [ (22—8)dr
2019, | 2. 2020. | S22

; 28 224 - 328 — 92234
2021. § e



§ 3.'Tipos principales:de las funciones infegrables

189

2y El derwmzmdor tiene sélo
tiples.

raices reales; - algumw micss stm mil-

2022, | ————:jzji‘;ﬂff 2023. { () 2 L
2024. jTJF—E:;jgm_T “2025:+{ 5 ”‘“ e
2026. | S0, 2027. S—z;i‘;”?

8. | e M | TG 4
2030. |4+ (E2) dz 2081 § Ty
2032. (—-——:fi)"(f:.i:i S 2083, f% (e o
2034, | Sl 2035. | Bt dn.

3) El denominador tiene distintas raices complejas.
2036. S'::(:;‘T 2037. | 1955, 2088, § 5=
o (2 e | gt
203, § iy 20. | =ittty
2065, | EHioddebt o ome § SRty

2047%, S -1-%,,-

4) El denominador tiene raices complejas miultiples.

2048, S%da
2050, SHW-«—-—-(‘% el
2052. | %o
2054 e

5) Método de Ostrogradski.

& 2142
2086 § i ds

dz
2009, | s
(z4-1)8dz
2081. | =
: 2z dz
2053. S(H-x) T2

2055. | {"‘”’;)Z

(422 —8a) dz
2057, § GoiEsiE
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s [P, [ At
2060. | fomide 2061 [ ot
2062. m%m)—s .. 2063 5—(%
2004 § S T

2065, § ot de.

A 5o Brf-Bedet Bl b

S »—z“-—2z3+ 2x2+:—
2067. 5

o (3—23)9: E

Algunas funciones irracionales

En los ejercicios 2068 —2089 hallar las integrales.

1) Funciones de la forma R (-x, ”V =L

agz+4by
’i/ aztb )
aEtl

dx i dx-
we. om0 oy
{ x dz A=z dz :
2070, §——t® . 2071 /52
(A1) % 1) .
2072. [/2 LoVl 2073. jm’idz
+1Vz 1+=
Tl - g e e
2074. jy_ A 2075, | e

2} Bmom .sd;ie:r‘encmles :L‘ {a+ bz")” dz.

2076. ij(1+/x)¢dz 2077. 5::" (1+9:")'3da:

ek
2079. § &3/ T+ Pz

2078, .
T
2080. 208, jm
i v
2082... S 1/ == day i 2083 { _..__.V;/"f:}/* iz
’ 4 » "



§ 3. Tipos ‘Principales-derlas funciones integrables

T )
2086. | 2 1;‘“" da.

Funcwnes irigonoméiricas ‘- . -"- e W o

En los ejercicios 2090—213L hallar las mtagrales i

= of

2090. 5 sen® ¥ cos®z da:. ; 20?1. -,:%:-:‘-d:c ':.
2092. - 5 — 2093. j-:;‘?—:: dz.

2094. S Cos? :xsenaz' 2095. 5'&;??05’5“?1
2096, | BId, 2097. S_ﬂ"f—;:';}T
2098. [ cost . ' 2099. j ctgt z ds.

2100, {tgowds. oo S té%
2102. 2= * 2108. S Lo rH ST ds.
2106, [ 205, |
a06, |t a10m. S tg:f:mu.
2108. 5%. 2109. { 1:2:

2110. 5 swgiaax . _ 2141, F 5+.:J;onz

2112. 5 D - o213, ’f“_z;‘i‘ ;

2114. SHtg;ﬁzmg&: 2115. Sm‘i‘m
2118. 55 4send:+3cas£" oo ST—W—IZ-MMTF
2118, Y-;;:-gn—s; 2419, S'r:i{%ﬁ
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dx

2420. 2121, j e e

S ds
a?sen?z+ b cost z *
2122. jﬁﬁﬁu

3z —cosdz

2128. [V TFsenzdz. 2124. | e
ptoge, | YENE 4, 2126. | 7;3—,%“‘?0?: g
2127. | T L 2128. | VT cosecs da.
u2. (L2 As. 230, Y — :/x ==
sen 5 )/ cosd -

2131. j Vigzdz.

Funciones hiperbélicas
En los ejercicios 2132—2150 hallar las integrales.

2132, | chzda. 2133. { shzda.
2134, S—cg’;; 2135. jﬁ?
2136, | (chtaztshtaz)de. 2137, jshzxdx.
2138. | thezdz, 2199. | eth2zda.
2100, | shizdn 2141, | oh*zda.
2142 | mfx'fiq:. s { sh?zeh® wda.
2144. j’éﬁhu_dz.. L. 248, S—SE:?EE;?
2166, | 2= S 2141, 50—4_‘*5;3:—)2
2148. ._fymaz;. C 219, (2

2150. j s

) shiz *
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_'Fu_pgion{s racionales de z -y Y az* F bz ¢
En los ejercicios 2151 —2474 hallar las int.egral'es_g i

i (e S R . o ] T s
2154 5 e 2152, j ——
dx = T dx i
2 g —_—t, . ——e
153, 5 :V:c='+2z—-‘l Elok 5 z'V_?.—f-'_z.—.xf' &
2455. {ﬁﬁi’dx; T 216, J(__Uﬁ,—ﬁ-j
. z=1)Y 2t+2z47
B il 4
2157. S =% VTEE 2158, 51/;‘" P} ;!'dx.
2159. SV—__azz—dz-l.mx. 2160. SV_‘_““H_.M—J: dz.
el b .. ]
1 S::—-—]fa:z—:c-k'l 10 5 22(.:4«]/'1-1;-
dz - 22dzx
2163. j-_-_—-—HVM. 2164, | i Ve
o165, | (2a—3z)dz ; 3z2—5z
8. Y 266, | —5rde
3zddz o
2 - b v T~ —————— —-————z - .
162 5 V 2244z +5 atos S 14 x?-+23+2 .
" 323 —Bx4-5
2169. EWT——_?—dz 2170. S Vm.
dz
217, S (73432243241} )/ 22+ 22—3
pirz, | YL s, 2173. 3..%;”-.% Y
z* —2z
2174 j (22-+3; dz
' (2 422+43) |/ 22100 4

Diversas funciones

En los ejercicios 2175—2230 hallar las integrales.
3 dr z dz
2175, | 2176. 5:17?_—_—-1—

2177 | o)/ 2z 2178, | .
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e [ 2l 14= ; zd da
2179, | 2L do 2180, { 5t .
ats1. § 2 o2, |
R { 2+ 324 5) cos 2w de.
2485. Szzsh.mdx.- 2486, S__mtg'(i-guvz)dz. ;
R falde,
2189, | zeV*dz. . 2190, | (22 —222+5) & da.
2191, | senVzda. - " 2192".5 LN
' pry—y
208, [ . 2194, { VIZE g
i 24 dx {—Vz "dz
2105. | 6. Sl £ 8
S!V'ﬂ-—i.-i ; et S A4V %
dz. 1/2:-{-‘[
2197. | — 98, | Y dz.
¥ S.-ﬂ' [{T+=z 21 S I
; | ntde \ _ de
2199, I 2200, ) ot
4 dx ; dx
201 § el 202 | gy
2203, | zln(1+#%)da. 2204, { (o522l
zlnzx x
2205. S e dz. 2206. Szze cosj'.:dz.
2207. - § e (22+1) da. 2208. | },m‘:‘:w: ;
dz i 1. L scn..zxd:c.:.' i
29 ) e 20 fom s
2241, 51—;@5—'&5} 2212, SVtg?-_a:—Fde.
™  {z—1) dz i vk -iga
A S-ﬂ{z“ﬂﬁ-i_’ 2214 i @2e—3)Viz—z
JzeEdy i i L phye- [ClmeSda oy
2215. ) e 2216. S—'f———=-1“ T )
a7, [amgzde 0 os (SR
woqg  Lometge o, T s s il O
2219. S :’-F"I;"d""w { i 2220, qu- f
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2221. 5% | 2999 5 v1+;+m.
2223, T_F;gﬁ._;m%? T g0 5 sentide.

&5, Eﬁ_m%:ﬁ 2226, | “(E:‘z% ”
2227. mﬁ—&ax‘ga ey ngffo:?, |
RaRO% S ::-;: - 1/';;_—? . 2230, jgma%ﬂiﬁ

100178



Capitulo VII

Métodos para calcular
integrales definidas.
Integrales impropias

§ 1. Métodos de integracién exacta

Aplicacign directa de la férmula de Newton —

~ Leibniz

En los ejercicios 2231 —2258 caleular las integrales.

2231.

2233.

2235.
2237,
2239,

2241.

2243.

i
[V
o
3’ Vi
I
Ssen (—2%13--—%
1
S( ~ 1) e* da.
L
E EEay
i 1'2183 dx
0T

2 a4 de

—
a\-u

2232,

2234,

2236,

2238.

2240,

2242,

2244.

dx
('li 45 °

B
=

St | z_..-—._‘_
T
—

3
t

de
Vata-1z

|
o

: dz
2V 1—=(n DE

[ T Ly a-_...--,a-" ot

-

ey
B

=
Tl
H

=]

121

E_ (b>a>0).
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2245,

2246.

2248,

2250,

2251.

2253.

2253.

2257,

Vi
5 . 2¥dz .
T W
FEAVI-=
o
¢ dz
o
| oty 2
J s
¢ dz
B\'W 2249.
1
\‘ dz
S ]/8‘-1-2:,..—x2 ’
n
z dx
jﬂ e 2952,
T
5
2
S Viosz—cosd zdz. 2254,
-5
n
_'T 3 z d.
co8® rdx
j Veenz b,
I
g
12
e
[ —=da 2258,
L]

cos? x sen x 22 dx.

=} '---.nlﬂ

sen? (ox -+ (o) dx-

Se——g|n

ctgt pdo.

Ry

Ia

cos ¢ sen (2.’.—%) dt.

u|=lt"'—'u

En los ejercicios 2250 —2268 hallar las integrales integrédndolas
por partes:

2259,

1
5 ze~* dz.
0

2260,

zcoszdz.

ot——ta| 2
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n
K n
dr
2261, | 2% 2262, | 2*senzdz.
T [1]
2 e=1
2263. Szloggzdx. 2264, j In (z 1) de.
i
a}i ag . ao
2265, e, VaE—z2
| 7ars 2266. j F—dz.
h, o
T ¢
2267. Se”‘ cos z dz. 2268. j 1n® z dz.
0 i

2269. Deducir las férmulas de recurrencia para calcular las

integrales \ cos"zdx y | sen®zdz (n es un entero positive o cero)

o!..--ﬁbaf',:
o e

y calcular las integrales:

sen® zdx; b)

o
T

a) cos®xdz; ¢} S sent! z dz,
0

oo
o‘n—-'-anla

2270, Deducir la férmula de recurrencia para calcular la inte-
Eid

gral S sen™zcos" zdz (m y n son enteros positivos o ceros; exa-

s :
minar los casos particulares de valores pares e impares de m y n).
227i. Deducir la férmula de recurrencia y calcular la integral

0 -

S' z"e?dz (n es un entero positivo). s B
2272, Demostrar la férmula de recurrencia '

£l -S dz e F (o 2n—38 S Oz
Y aFAE T R A 2= ) AFar

(n es un entero positivo) y mediante ésta calcular la integral
i - H

§
A T
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2273. Dsmoqtmr que si J'mn--lj In™ zdz,- se tiene J,=e—

—me_, (m e3 un entero posn.ivo)
2274*, Hallar la integral jx’(i—z_)’dx (p vy ¢ son 'e_nterns
pnsitivﬁs}. ! )
Cambio de variable en la integral definida

- En .los ejercicios 2275 — 2295 calcular las integrales.
E L ix T A

9 o 1 ) 8
2275. | V‘f"'idx. 2276, {VEE 2977 | S

ARl o ’ 3

] 29

I =zdz 'lfe dz 1. ; (x-—?.)z’rk
2278, 5} s 20 ]' T, 280 j;;Jr ST,

n T
2281, { son¢ 3 da. 2282+, | cos 20 ds.
0 ]
1 V3
2 dx Vita®
2283, -i T 2284, 5 I g
H 2 2 2
2285. | VI=Z 4 2286. 'E =1 s
ye:
1
2 i
2287. jﬁj 2288, | V{T—7 da
Vi )
i ~in 2
2289, stw—z!_ de.  2290. _{ Vi—=dz,
] o
t dx ¢ dz
2291, gm | 2292, l :-
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\ .

3 3
208, | VBT g poes | .
o's @R 3R
e

, dx
2%5. | e

Distintos problemas

2296, Calcular el valor medio de la funcibn y=V§+VL_-
x

en el intervalo [1, 4l.
2297. Calcular el valor medio de la funcidn f(z)=—73 +x en el

intervalo {1; 4,5].
2998. Caleular el valor medio de las funciones f(x)=senz
y f(z)=sen?z en el intervalo [0, =l

2299, Calcular el valor medio de la funcién f(z)=
intervalo [0, 2].

2300, ¢Para qué valor de a el valor medio de la funcién y =
= In = en el intervalo [1, 2] es igual a la velocidad media con que

varfa la funcién en este intervalo?
En los ejercicios 2301 —2317 calcular las integrales.

en el

2
e*4 1

N
2301 ?——d' ' - 2302 T s
* ) z+ a0 ‘ j; Az
1
z V2
23 dx 8 dz
2303. | 52 2304 |
1] ] {1_‘,;3)5
1B -
dz : P gidz
w5 vty 2% S‘ e
_ 1 _ Vi
- 2307, E O 22 da. " 2308, 5 AV IE2dz.
0 a
ind ST 2 3
ol 2 G
2309. S., T o 2310. 5 - Vza+sx+1'
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¥

= - - E

& : i T -

1 ramzx o Ao - 1, dx

231t g - 2312. é.___ms -
T S

2313. 5..._1&'.”_ 2314. S(arcsen )¢ dz.
2 ‘1+-a-senzz : o
18 1 "

2315, [ arotg )/ Va—1 V_—ld.r 2346, | (@42 dz_
! 0 (@2 de )
% dx

san xCcos x
2817. ?E a2costz-b2sentzx "

|ab] dz

2318. Mostrar que m:%. donde @ y b son

at——ira] 1

cualesquiera nimeros reales distintos de cero.

s n

2319. Resolver la ecuacién vix 725—_ 9

2320. Resolver la ecuacitn S £ =%.
n2 VeE—1

2321. Al quedarse convencido de la validez de las desi‘gualda-

¥ dz
des 7:>I-n.x>1 para z>>¢, mostrar que la integral ';3 V'fﬁ;
es menor que 1, pero mayor que 0,92.
2322¢, Mostrar que
1
11 dz
2x0528< .5 e <7 Vz ~ 0,555.
2323*. Mostrar gue

0,5

dx 3
0,5 << ‘E mgg ~ 0,523
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2324. Valiéndose de la designaldad senz>>z— 2, que es véli-
da para z>>0, y de la desigualdad de Cauchy —Buiniakovski (véase

ol ejercicio 1638), evaluar la integral V zsen z da.

at--—n-.ala

< 0,93.

A
2325¢, Mostrar que 0,?8<§ e

2326. Hallar los valores méximo y minimo de la funciém

®
J'(z)=} _;232;12 dt en el intervale [—1, 1].

0
2327. Hallar el punto extremo y los puntos de inflexién de la
x
grafica de la funcién y= j (t—1) (¢t -2)3di

En los ejercicios 2328 — 2331 dsmostm la validez de las 1gual-
dades sin calcular las integrales.

K

1 i ;
I

St
-F
L

i i )
280, 3 emudx=253°°“dx- 2331. Scosxln +:dz = 0.
; =1 ) b

1
~ik
Ed
- 2332+, a) Mostrar que -si f(f) es una funcién impar, 5 f(tyde

&

es una funeién par, es dacn' que S (z)dt— j f(t)dt s

®

b) gSarﬁm la funeién 5 f(t) dt impar, si 18 hmclbn 7(#) es par?
2333*. Demostrar la “Validez de la igualdad

L
*

i
.
51_3*’—; =)z (>0

-
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3 2334. Demostrar da 1dent1dad- Laow e

T 1+:=+T :(1+z=}

J
e

2335 Demustrar ,la 1dant.1de.d

sent x cosd x-

v § arcsenVMf.-{- S amcns'l/-fdt—z

2 :2336 Damomar 'Ia valdis: d: \].a igualdad
\ : >
Sz“(i-z}"dx_ [zﬂ(x - z)™dz.
I

2337, Demostra.r la validez de la igualdad
%

i 1(2) de={ 1 (a--b—2)ds.

bl

(]

2338. Demostrar que

al-—-v-nﬂ]a

)
f(cosx)dz = j f(sen z)dz. Aplicar el
0

resultado obtenido para caleular las integrales cos? z dz

ot———in]y

b
¥ S sen® z dx.

E1 e
2339*. Demostrar que 5x{(aen-a:)_dx=—g f (sen 2) dx=~"‘2.—-2x
]

ot—y

n l'l
e
‘I f(senz)dz=m j f(sen z) dz. Aplicar el resultado obtenido para

caleular 1a mtegral
I

| zsenx
,): 14-cos2 z dz.
2340*. Mostrar que si la funcién f (z) es periédica cuyo periodo
a+T
es igual a T, se tiene gune 5 f (#) dz no depende de a.
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2341*. Sabemos que la funcién f (z) es impar en el intervalo
{—%. -;-'-] y su periodo es igual a 7. Demostrar que ff (t) dt es
a
también una funcién periédic? cuyo periodo es el mismo.
2342, Caleular la integral | (1 — =)™ dz, donde n es un entero

positivo, aplicando dos métodos, a saber, descomponiendo el grado
del binomio segiin la férmula para el binomio de Newtonm, y por
sustitucién x = sen @. Al comparar los resultados deducir la si-
guiente formula de la suma (C® son coeficientes binomiales):
otk ey, Gk (—inCr _ 24.6...2n
Cﬂ_T+T 7 con Int1 135 ...(2n+1)

in

2343. La integral |
°

5_305; se halla sin ninguna dificultad

por sustitucién tg 4 =z. Tenemos:
o5 0 '
S dz 5 2dz _
5—3cosz w T—z2y
] = asn) (awsm)

Pero, por otra parte, —3<{—3cosz<--3, por consiguiente,
2<5—3cosz<8 y—;-> _;m:‘)-—;-. De donde

m mo o
T
j?dx> S 5—3cosz - S -g-d..":,
0 H
2n
-y, por lo tanto, 53:%!7;-%"-. Hallar el error eén este razo-
0

namiento,

kel
R s
2344%. Sea I, = s fgtxde(n>1 y es un entero). Probar que
3 i

In A I= nli . Demostrat que: "’in_if-"i' <lIn <v§£_—2
2345*. Demostrar que la_ siguiente igualdad es vilida:

= x2 % 22
S eFemtdp g & 5 e T ds,
0 b
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'2346*. Demostrar que
ot e 0 s 2<b,
lim —-——"—"{ ; e L I

5 (00, k>0, b=>a>0).
oty S hmﬂz*dx
a

a 00, Si :c-:.b

§ 2. Métodos aproximados

En los ejercicios 2347 —2349 efectuar los célculos con exactitud
‘hagta 0,001.
2347, El édrea de la cuarta parte de un circulo cuyo radio es igual

ai,esiguala 7’:- Por otra parte, tomando un solo eirculo cuyo cen-

tro se halla en el origen de coordenadas'y cuya ecuacitn es z* 4 y? ==
= 1, y aplicando la integracién para calcular el drea de esta cuarta
parte del circulo referido, obtenemos:

1 1
= S]/1~x3da:, o sea, u=45 V1—2%dz.

Aplicando las reglas de los rectdngulos, de los trapecios y la de
Simpson, calcular aproximadamernte el niimero = dividiendo el
intervalo de integracién [0, 1] en 10 partes. Cumparar los resultados
obtenidos entre & con el dato tabular del niimero s.

i

2348. Sabiendo gue S calcular apruxiﬁladamente
b

de S
1422 27
¢l némero m, dividiendo el intervalo de integracién en 10 par-
tes, Comparar los resultados obtenidos medianteé distintas reglas,
entre si y con los del ejercicio antérior.

10

2349. Calcular In 10 = Sd—:‘ para n = 10, aplicando la regla

1
de Simpson. Hallar el médulo de transicién de los logaritmos natu-
rales. a. los decimales. Comparar con los datos tabulares.

En-los sjercicios 2350 —2355, aplicando la férmula de Simpson,
caleular aproximadamente las integrales que no son susceptibles
de ser halladas en forma finita con ayuda de las funciones elemen-
tales. Bl niimero n de los intervalos parciales estd indicado entre
paréntesis,

i i i
2350, (VI—2dz (n=10). 2351 [VTFTFde (n=10).
i ]
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F

(n=8). 2853. |\ Veosgdp (n=10).

=
u

By :4!;1

o
&
o

VI1—=0,{sen? pdg (n==6).

| otatybe] A B

2355, | 2224z (n=10).

2356. Usando la férmula de Simpson, calcular la integral
1,36 ; : ;

f () dz, valiéndose de la. siguiente tabla de los valores de la

1,05
funeién f (z):

Y20 1,25 ,30 ,35

; 1,10 1 1 i
3,04 3,46 3,98 | 4,60

2 05 1,4
fi=) 2,36 2,50 2,7

2357. Una recta toca a la orilla del rio en log puntos 4 y B.
Para calcular el 4rea del ferreno entre el rio y la recta AR han sido
. tendidas 11 perpendiculares desde

4 300 el rio hasta AB cada 5 metros
x (la longitud de la recta AB resul-
25 a%____ t6 igual a 60 m). Las longitudes
& de dichas perpendiculares resul-

] b &

2 ' o A taron iguales a 3,28; 4,02; 4,64;
5,26; 4,98;°3,62; 382 468 526,
3 82 3 2. Calcular ol valgr
aproxlmado del 4rea del terreno.
2358. Caleular el drea 'de la
geccién transverual de un barco
tomando" en ~ consideracién = 1os
‘siguientes datos (véase 1a fig: 39):
3 AAI—AI_AQ—A&A AgA.‘—
Fig. 39 = Ay‘lg = A5A (P | aA-; = 0 4m;

AB'= 3'm, 4;B, = 2,92'm, A,Bs = 2,75m, 4,8, = 2,52 m;
AQB.; — 2|3{J m, ABBS = 1 84 m, AQBG = 092 m.

'9359; Para caleular el trabajo. realizado: por el vapor'en una
m#quina de vapor, se calcula el 4rea del diagrama de indicador, que
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ég. 1o representacién’ grafica: de’ ladependencia que existe entre la
presién del vapor en'el cilindro y el recorrido del émbolo. La fig. 40
muestra el :diagrama de-indicador, de: una» méquina de vapor: Las

.4-.

B .
L L i 1 L 1 L n L w e
oG, % & K X X &% X% B X Xgor

Fig. 40

ordenadas de los puntos de las lineas ABC y ED, que corresponden
a las abscisas ,, Z;, Zg - .+, %o vienen dadas en la siguiente
tabla:

Abseisas . . .} @ x EN xy 74 T35
Ordenadas de
) la lines ABC 60,6 53,0 32,0 24 .4 19.9 17,0
Ordenadas “de
la linea ED 5.8 1,2 0,6 0,6 0,7 0,8
"~ Ahscisas . . . Ty 7 T Ty Tip
Ordenadas -~ de
la linea ABC 15,0 13,3 12,0 11,0 6,2
' QOrdenadas de .
la linea ED 0,9 1,0 1,3 1,8 5,7

Valiéndose de la férmula de Simpson, calcular el drea ABCDE.
Las ordenadas son dadas en milimetros. La longitud OF = 88,7 mm
{el punto F es la proyecci6n comin de los puntos € y D sobre el eje
de abscisas).

En los ejercicios 2360—2363. conviene recurrir a los métodos
aproximados para resolver las ecuaciomes, cuando se buscan los
lfmites de la integracién. . ¢

2360. Hallar el area de la figura limitada por los arcos de las
pardbolas y = 28 —7 e y = —22° 4 3z y por el eje de ordenadas.
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2361. Hallar el 4drea de la. ﬁgura limitada por la pardbola y = =*
v la recta ym'?(n:—l-i}

2362. Hallar el area de la hgura limitada por la pardbola y =
= 16 — 2% y por la pardbola semiciibica y = ——/x’

2363. Hallar el drea de la figura limitada por las lineas y ==
=4 —at e y = y

2364. La fig. 41 muestra el diagrama de indicador (simplificado)
de una miquina de vapor. Partiendo de las medidas indicadas en el
disefio (en milimetros) calcular el 4rea ABCDO, siendo la ecuacién

Fig. 41

do la linea BC: pv¥ = const (14 linea BC se Hama curvae adiabdtica),
== 1,3. La linea AP es una recta paralela al eje Ov

2365, La fig. 42 muestra el diagrama de indicador de un motor
Diesel. El segmento 4B corresponde al proceso de la combustién
de la mezcla; la adiabata BC; a la expanmén el ‘segmento (D, al
escape y la adiabata DA, a la compresién. La ecuacién de la adiabata
BC es: pv's® = const, la ecuacion de Ja adiabata AD es: py'. =
= const. Partiendo de las medidas indicadas en el disefio (en mm)
calcular el drea ABCD.

§ 3. Integrales impropias
Integrales de limites infinitos

En los ejercicios 2366—2385 ca]c.u]su las integrales impropias
{o demostrar su divergencia). :

2366. 5:5“?,- 2367. j e
1 "
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ye—e
HE

2368. gema;-" (a>0). ~2369.
n 3

r dx. ; I;p.In"x
2370, Sm 2371. i-;—dz
. w 5 & 00 y
2372. !‘ T 2378. 5 T 0
o dx v d
i ‘ 2375, Lo A
2374 ‘Lﬂ:lfz”-—i 75 ﬂixvl_{ds
2376. Sm~x=dx. 2377. j.r‘e'“‘dx‘
0 0
2378. Sa:sen:cdx 2379. je-wdz
0 n
2380. Ss"‘senxd.r. 2381. Se‘“"cosbxdx.
0 0
lmal‘i::t.gz R dz
2382. i.sz 2383. i —
¢ T_V=
2384, _jwm. 2385. 5 i de

Tn los ejercicios 2386 — 2393 analizar la convergenma de las
integrales,

" v z “3:3-!-1 T 13
2386. %za *ds.  2367. 5.; SLaz. 2388, §mdz-
2389. SI“‘”“‘“’dx 2390. 51/ Te*dz. 2391. 5”"‘“ dz.

1
2392, | —57—. 2393. S ;

-
()
Mlen

£ z(lnz)
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Integrales de las funciones que tienen
dwcontmmdades' infinitas

En los ejercicios 2394—2411 calcular las integrales 1mpmpms
{o demostrar su divergencia).

i 2 2
dz dx zdr
2394, -EW—W 2395, !m, 2396. _E =
i = .
] 2
2397, [olnzde. 2308 [ 2 2399. | 1%
0 ¢ a i
e
dz
2400, E Ve vl
]
" dz
2401. ):Wx——T"—_z)' (a<<b).
b B
: z dz
ue. | ety <0 U0 | ey
1 i
dx
e -E 1—z24-2 Y 1—at R 51(2—:) Vi "
1 i
3zt4-2 z-41 z—1
2406, ji e dz.  2407. “jl—rﬁdx. 2408. j.f_x?dz.
1 aii 0 853‘
2409, %@dx. 2410. j—r

1
1 -
2411, | & da.
0

En los e]ercm;os 2412-—2417 analizar la ° convergencia de las
1ntegrales.

;| 1
2412. i Sty iz, 2413, ;.[ i 244 g Ve
zdz T I 7 n senz-
2415. e msj; =, 2m7, i St de.
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Diversos problemas.
2418. La funcién'f (%) es continua‘en el intervalo e, o) ¥y ¥ (2) —

-4 =40 para 2 — oo. {Puede con\;e_rgér la integral 5 f (;«”.-) daz?

a
2419, ¢Para qué valores de % la integral Sx"- ZEI0T 0 gors
E N - i x—Ben &
convergente? '
2420. yPara qué valores de k convergen las integrales
¢ e v dx 4
.iz"lna: ¥ i z(lnz)k

b
2421. ¢Para qué valores de & converge la integral j(bd—:)k
-—T
a

(b<"a)?
2422. éSeria posible hallar tal % para que converja la integral

o da?

S B

L--3
. ]
2423. éPara qué valores de & y ¢ converge la integral j S
x
[}

{—coszx

2424, {Para qué valores de m converge la integral —

da?

Dy M] A

dx
senf z

o
2425. ¢Para qué valores de & converge la integral j
°

En los ejercicios 2426—2435 caleular las integrales impropiag.

1
dz i 8 14z zidx
2026, | ——sr. 2027 _51 = =
arctg (z =1} d=z
2428, | SE=SE
dr

2429, e (n es un entero positivo).

n

2430. | a"e"*dx (n es vu entero positivo).

g Ste—m g St—p =g

1{—=01T86
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2431. | a®*e-*"dz (n es un entero positivo).

2432. | (lnz)*dz (n es un entero positivo).

1
2433~ 5 zm'h para m: a)"par; b) impar. (m>0).
]
: n
2434, j-@_—"’dz (n es un entero positive).
T
[}

2435. j ____dx_: {O{cx{ 2:‘{).

1 (x—cosa) VzE—1

2436*. Demostrar que 5 T _:’ S =§ 1’_:5:‘ = 2:‘/5 3
o

2437+. Demostrar que S(f_;_n':)zdx 0.

2488, Calcular la integral j s;/:f dz.

En los ejercicios 2439—2448 calcular las integrales aplicando las
férmulas

e~y = V;’E (integral de Poisson),

c!...-—.s o!.....-—-;s

T2E dz= T (integral de Dirichlet).

2439, | e-*dz (a>0).

-<|*;
&

2441+, jf'::‘*e--*’ dz.
v

2442.

%

Te-*®dz (n es un entero positivo).

[
S
c'—--'rg Sl Sty
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2443, j 2¢ da. 24’54. ;de

0 i i .

u.n a.an”azcas bz ..
2445. j—-—dz (@>0, b>0).

iy |
2aq6n. [ 25tz 2u47. (22 ds. 2448, |22 an
: o : 0 e i

2449*, Pongamos @ (ij'-: — f in‘cos ydy.. (Eﬁta _integral lleva el
siogabie de Lobac}m:sfd'.) Dhmostrir la relacién
9@ =20 (F+5)—20 (F—F)—zb2.
Valiéndose de la relacién hallada calcular la magnitud

® (—“f) = -—T lncosy dy
v

{por_primera vez calculada por Euler).
En los ejercicios” 24502454 calcular las integrales.

CE]

o .
2450, j Insen zdz, 2451. j x In sen z dz.
L]

S'I
T 1
2452+, jmgzdz. 2453+, 3 AeRLZ da.
i} [13
i
Inzds
26454, 5' i

11+



Capitulo VIII

Aplicaciones de la integral

§ 1. Algunos problemas
de geometria y de estatica

Area de la figura

2455. Calcular el drea de la figura limitada por las lineas cuyas
ecuaciones son PP =2z +1 ya—y—1=0

2456. Hallar el drea de la figura comprendida entre la parébola
y =3 —D;c“ + 4z — 3 y las tangentes a ésta en los puntos (0; —3)
¥ (3 0)

2457, Calcular el Area de la figura limitada por la pardbola
¥ = 2pz y la normal a ésta inclinada hacia el eje de abscisss formén-
.dose entre ellos el Angulo de 135° _

2458, Calcular el 4rea de la figura limitada por las parébolas
y=2 e y="Va '

2459. Calcular el drea de la figura limitada por las paribolas
L8 =16 y y® — 24z = 48,

2460. Caleular el srea de la figura limitada por las parfbolas
y=2a e y =23

2461, La circunferencia z® 4+ y* = 8 estd dividida por la pari-
bola y = 2%/2 en dos partes. Hallar las 4reas de las dos figuras.

2462, Hallar las &reas de las figuras en las cuales la parébola
y? = 6z divide la circunferencia 2® 4 3 = 16.

2463. De un circulo de radio @ est4 cortada una elipse cuyo mayor
gjé coincide ¢on uno de los didmetros del circulo ¥ el menor es igual
a 2b. Demostrar que el &rea de la parte restante es igual al drea de
la elipse cuyos semiejes son ¢ ¥y & — b. T

2464, Hallar el 4rea de la figura limitada por el arco deuna hipér-
bolla ¥ su cuerda trazada desde el foco perpendicularmente al eje
real. i ;

2465. La circunferencia ? + y® = a® estd dividida por la hipér-
bola z* — 2y® == a*4 en tres partes.. Calcular sus dreas, ;

2466, Calcular las dreas de las figuras curvilineas formadas por .

; 2 - 2 2
ila interseceion de la c!ipse%+ y* = 1 y la hipérbola 5} — =1
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2467. Calcular el areade:la figura comprendida entre la linea
¥ .=1.__+*‘_:§ y la paribola j

2468. Calcular el 4rea de la figura comprendida. entre la linea
y=a(z—~ 1) y el eje"de abscisas. i

2469.. Calcular el &rea:de la:figura limitada por el ejede ‘ordena-
das yila:linea &' = 3* (g —A).
.1+ 2470. Hallar el irea’ de“una. parte de la figura limitada ‘por las
lineas y™ = z™ e y* = 2™, donde m_ ¥ n son enteros positivoes. La
parte:buscada se-halla en-el primer cuadrante. Analizar la-cuestién
sobre el drea total de la figira segln. los niimeros m y.n sean pares
o impares. -

2471. a) Calcular el drea del trapecio mixtilineo limitado por

el ejo de abscisas y la linea y = & — 2® V'z.
b) Calcular el area de la figura limitada por dos ramas de la linea
{y — 2)* = a® y por la recta £ = 4.
2472, Calcular el drea dé la figura limitada por la linea {y —
— z = 2)? = 9z y los ejes de coordenadas.
2473. Hallar el area del lazo de la linea y* = z (z — 1)
2474. Hallar el 4rea de la figura limitada por la linea cerrada

¥ = (1 — 2% Y o
2475. Hallar el 4rea de la figura limitada por la linea cérrada
= g3 — gt

2476. Hallar el drea de la figurs limitada por la linea cerrada
o —ar® + oyt = 0.

2477. Hallar el 4rea de la figura limitada por la linea z%® =
= 4 (z — 1) y la recta que pasa por sus puntos de inflexién.

2478. Calcular el 4rea de la figura limitada por las lineas y = €%,

=¢* y la recta z = 1.

2479. Caleular el Area.del trapecio ‘mixtilineo limitado por la
linea y = (22 + 2z) e~* y el eje de abscisas. )

2480. Calcular el 4rea del trapecio mixtilineo limitado por la
linea y = e~ (22 -+ 3z ++ 1) 4 €%, por el eje Oz y por dos rectas
paralelas al eje Oy trazadas de manera que pasan por los puntos ex-
tremos de la funcién y. -

2481, Hallar el 4rea de la figura limitada por las lineas y =
= 2:%* ey = —i'e". ;

2482. a) Calcular el rea del trapecio mixtilineo de base [a, bl,
limitado por la linea y = ln z.

b) Calcular el 4rea de la figura limitada por la linca y = In 2,
por el eje de ordenadas.y las rectas y = Ina, y = In 6,

2483. Calcular ¢l area de la figura limitada por las lineas y =
=lnz e y=In*z

2484. Calcular el area de-la figura limitada por las lineas

Inz
T 4z ?
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2485. Calcular el 4rea de uno de los tridngulos curvilineos:limi-
tados por el eje de abscisas y las lineasly = senz e y = co§z. -

2486. Calcular el érea del triangulo curvilineo limitado ‘por el
eje de ordenadas y las lineasy =tgz e y = 1';:- cos T.

2487. Hallar el drea. de la figura limitada por la linea y =
= sen® z -+ cos® z y por el segmento]del eje de abscisas que une
dos puntos sucesivos de la intersecciénjde la linea citada con el eje
de abscisas. )

2488. Calcular el 4rea de la figura limitada por el eje de abscisas
y las lineas y =, arcsen x e y = arccos z.

2489, Hallar el drea de la figura limitada por la linea cerrada
(y — arcsen z)® = z — 2% i

L

2490. Hallar el érea de la figura limitada por un arco de la ci-
cloide z=a (t — sen £), y = a (1 —.cos t) y'el eje de abscisas.

2491. Calcular el 4rea de la figura limitada por la astroide z =
= a cos® ¢, ¥ = a sen® 1.

2492. Hallar el 4rea de la figura limitada por la cardioide z =
= 2ecost—acos?2t y=2asent— asen 2f.

2493, Hallar el rea de la figura limitada por: 1) la epicicloide

- z=(R+4r)cost—r cus"—il:"—r_:, y=(R-r)sen t—rseni;f—'ga
2) la hipocicloide
LR—r R=r

z=(R—r) coat-;vrcoi—r——t, y=(R—r)sent—rsen——%
siendo R = nr (n es un entero). Aqui R es el radio de la circunferen-
cia inmévil y 7 es el de 1a otra mbvil; el centro de la circunferencia
inmévil coincide con él origen de coordenadas; ¢ es el &ngulo-dé rota-
ci6n del radio trazado desde el centro de la circunferencia. inmévil
a! punto de contacto. : _

2494, Hallar el drea del Iaz_o‘ -de la linea:

Nor=dthy=3t—1 Dae=>0—dy=>—1

' 9495, a) Calcular 6l 4rea que describe el radic polar de la“espiral
de Arquimedes p = ag-dando una revolucién,-si P =0 corrésponde
al comienzo del movimiento. .

b) Calcular el érea de la figura limitada por la segunda y la ter-
cera espira de la espiral y por un segmento del-gjé polar, ~ -« ~%'

9496, Hallarel drea dela figura limitada por la lineap = a sen 2¢
(rosa de dos pétalos).” | SR T
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2697, Hallar 31 drea de la figura l:mitada por la hnea P =
= a cos 5p.

2498 Hallar el érea de la flgura limitada por el caracol de. Pas-

.cal p'=2a(2 + cos @

2499. Hallar el érea de la flgura limitada por la linea p =
=atg ¢ (a > 0) y larecta ¢ = n/4

2500. Hallar el:4rea-de]a parte comiin de las figuras hmltadas

- por las lineas p = 3 +.cos4g y p = 2 — cos 4q.

-2501. Hallar el drea de la parte'de la figuralimitada porla linea
p = Z + cos 29, que se halla.fuera de la linea p = 2 4 sen q’:

-2502. Hallar el . 4rea: de la figura limitada por la linea p
=:a%¢c0s ng (n es un entero positivo).

'2503. Mostrar que el drea de la figura limitada por cualesquiera
dos radios polares de 1a espifal hiperb6lica p@- = 4.y sudarco, es pro-
porcional a la diferencia de estos radios.

2504. Mostrar que el 4rea de la figura limitada por cualesquiera
radios polares de la espiral logaritmica p = 2¢™® y su arco, es pro-
porcional a lad diferencia de los cuadrados de estos radios.

2505*, Hallar el érea de la figura comprendida entre la parte
externa e interna de la linea

p= asen’%.
2506. Calcular el 4rea de la figura limitada por la linea

p=VT1—£, ¢p=arcsent4)/ 1—2.

1. En los gjercicios 2507—2511 conviene haber pasado a las coorde-
nadas_polares y luego efectuar los céleulos.

2507, Hallar el drea de la flgura limitada por la lemniscata de
Bernoulli {z* + Y = a® (z* — ).

2508. Hallar el drea de la parte de’la figura limitada por la lem-
niscata de Bernoulli (véase el ejercicio anterior) que se halla dentro
de la circiinferencia z? - y® = a¥/2.

2509. Hallar el 4rea de la figura limitada por la linea (z® 4
+ Y2 — a%® — bR = (.

2510, Hallar el érea de la figura limitada por la linea

(@* + ¥ = bda’zy (2 — yP).

2511. ‘Caleular el 4rea de la figura limitada por la linea z! +4-
+ yt =2t 4 A

2012 Calcular el drea de la figura comprendida entre la linea
y —’—';5.' ¥ su asintota.
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2513. Hallar ¢l &rea de la figura comprendida entre la linea
= i 2 y su asintota.

25143 Hallar el drea de la figura comprendida entre‘la cisoide
= 2: y su agintota,

2515, Hallar ol érea de la figura comprendida entre la linea
zy® = 8 — 4z y su-asintota.

2516®, 1) Calcular-el drea de la ilgura limitada por la linea y =
= 2%~ y su asintota.

2) Calcular el §rea de la figura llmitada por la linea y? = xe~%.
2517. Hallar el 4rea de la figura comprendida entre la tractriz

z=a (cos t 4 1n tg T)'- y=uasent y ol eje de abscisas.
2518. Hallac ol area del lazo y la de la figura comprendida entre
la linea p = QTO:-'!?% ¥ su asintota.

Longitud de la linea *

2519. Calcular la longitud del arco de la catenaria y = a ch =

(desde z, = 0 hasta z, == b).

2520, Hallar la longitud del arco de la pardbola y® = 2pz desde
el vértice hasta el punto M (2, ¥). (Como la variable independiente
ha de ser tomada y.)

2524, Hallar la longitud del arco de 1a 1inea y = In a (desde 2, =
= V3 hasta z, = V' §).

2522, Hallar la longitud del arco de la linea y=In(l—4%)
(-desde 2= 0 hasta xzm%).

2523. Hallar la longitud del arco de la linea y—]ne +§
(desde z;=e hasta: z,=b)-

2524, Calcular 1a longitud del arco de la para]:ola semm_ibwa
y? =§_(3 — 1) compranchda dentro de la pardbola y*'= %

2525. Caleular la longitud del arco. de la -parabola semléublca
54® = z® comprendida dentro de la circunferencia z® 4+ y* = 6.

2526, Calcular la longitud del 1azo de la linea 9ay* =z (x —_
_— 3‘1)9_ 1

* En los ejercicios en guo se-calculan las’ longttuiles de los arcos; en caso
necesario, los paréntesis llevan indicaciones sobie ‘el intervalo de variacion de
la variable independiente ol cual corresponde al arco Tectificable. d
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2527, Hallar el ]Serlmetro de uno de los’ mangulos cﬁl wvilineos
limitados por el eje de absmqas y por las lineas y = Incosz e y =
= In sen x.

2528, Hallar la longitud del ‘arco de la linea z = ? _.‘-_‘;‘.

compreridido entre sn. punto més inferier y el vértice (el punto de-
la’ linea que-tiene’ la curvatura extrema).

2:129 Hallar la longltud de la linea y = Yz — #* + arcsen V7.

2530. Hallar 1a longitud de la linea (y — arcsen z)% = 1 — 2?2,

2531. Hallar un punto de la cicloide = = a (t — sent), y =
=g (1 — cos t) el cual dwlda 14 longitud de sw primer arco en razon
de 1:3.

2532, Seun dados la astroide x = R cos? t‘ y=Rsen®t y los
puntos en ella 4 (R, 0), B (0, R). En el arco AB hallar el punto M
tal que la longitud del arco 4 M constituya la cuarta parte de la longi-
tud del arco 4B.

! ) 2

2533%. Hallar la longited de la linea (-:-)3.;_(%)5.-,:1

2534. Hallar la longitud de la linea z = a cos® ¢, ¥ = a sen® £..

2535, Hallar la longitud del arco de la tractriz !

x=a(wst+lntg—2) y=asent

desde su punto (0, a) hasta su punto (z, y).
2536. Hallar la longitud del arco de la evolvents de la eircunfe-
rencia
z = R (cost -+ 1 sen t), y = R (sent — L cos f)
(desde ¢, = 0 hasta ¢, = x).
2537. Calcular la longitud del arco de la linea
z= (12— 2)sent 4 2tcost,
y=(2— ) ecost+ 2tsent
(desde ¢, = 0, hasta #, = z).
5
2538, Hallar la longitud del lazo do, la linea z =22, y = t — .
2539. Doscircunferenciag de radios iguales a b, ruedan, sin res-
balar, con velocidad angular igual; sobre una clrcunfarenma de ra-
dio @, por dentro y por fuera de ésta, En el momento ¢ = 0 tocan el
punto M de la circunferencia inmévil con sus puntos M; y M,. *Mos-
trar que la relacién de las distancias recorridas por los puntos M,
¥y M, en cualquier lapso 'de tiempd, es constante e igual a i-« (véa-

se el ejercicio 2493).'
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2540. Demostrar que la longi-tud del arco de la linea
z=7Ff"(tycost+ f () sen ¢,
y=—f"(t)sent+ f (t) cost

correspondiente al intervalo (4, 2,), les igual a [f (8) + " (9)] Jf2.
2541. Aplicar el resultado del eJerc.mw anterior para calcular la
longitud del arco de la linea z = ¢' (cos ¢ + sen t); ¥ = e* (cost —
— gen t) (desde £, = O hasta ¢, = ).
2542, Demostrar que los arcos de las lineas

txo=f ) — ¢ (8), y=9@) + ()

=1 ({)sent — g’ (t) cos ¢,

y=1Ff (t)cost+ ¢ (f)sent
correspondientes a un mismo intervalo de variacién del parimetro ¢
tienen longitudes iguales.

2543, Hallar la longitud del arco de la espiral de Arquimedes
© = ap desde el principio hasta el final de la primera espira,

2544. Demostrar que el arco de la pardbola y ==g—p:c’ COITes-

pondiente al intervalo 0 < & < @, tiene la misma longitud que el
arco de la espiral p = pg, correspondiente al intervale 0 < p <
< a.
h 2545, Caleular la longitud del arco de la espiral hiperbélica
pp = 1 (desde @, = 3/4 hasta ¢, = 4/3).

2546. Hallar la longitud de la cardioide p = a (1 + cos ¢).

2547. Hallar la longitud de la linea p = a 59113%(\'6&59 el ejer-
<icio 2505).

2548. Demostrar que la longitud de la linea p = a sen™ %.(m
s un entero) es conmensurable con @ cnando m es un ndmero par y

conmensurable con la longitud de la clrcunferenma de radio. a: cuan-
do m-es impar.

2549. iPara qué valores del exponente & (k 520) la longltud de
1a lnea y = a2* viene expresada en funciones elementales? (Con-
viene partir del teorema de Chebishev sobre los; ‘casos de- 1ntegrah1-
lidad del" binomio diferencial.) :

2550. Hallar la longitud de la linea ‘dada’ por la ecuacién

I
“I:'—-"UH
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2551, Calcular Ia:i' longitud del arco de la linea

"

[
G
BT

&

!

§= 5%& :

1 " i

desdé el origen de coordenadas hasta el punto mds préximo que tenga

la tangente vertical. . .~ ' sy ok
2552. 'Demostrar -que la longitud del arco de la sinusoide y =

= gen « correspondiente’ al perfodo del seno, es igual a la longitud

de la élipse cuyos semiejes son iguales a V2 y 4. _
2553. Mostrar que la longitud del arco de la cicloide «acortadan,

o salargadas z = mt —nsent, y =m —ncost (m y n son nime-

Tos positives) en el intervalo desde ¢; == 0 hasta 2, = 2x es igual &

la de la¥elipse cuyos semiejes sona =m 4 n, b= |m —n |
2554%, Demostrar que la longitud de la elipse de_semiejes a

y b satisface las desigualdades m (2 + b) < L <z} 2-Va® + b

(problema de I. Bernoulli).

Volumen del cuerpo

2555. Calcular el volumen del cuerpo limitado por la supérficie
engendrada por la revolucién de la paribola y® = 4x alrededor de
su eje (paraboloide de revolucién) y por el plano perpendicular a su
eje que-dista ung unidad del vértice de la pardbola.

2556. Una elipse cuyo eje mayor es de 22 y-el menor, de 2b gira
altededor: 1) del eje mayor; 2) del eje menor. Hallar el volumen de los
elipsoides de revolucién engendrados. En caso particular ‘calcular
el volumen de la esfera. '

2557. Un segmento parabélico simétrico cuya base es igual a a
y la altura, i, gira alrededor de su base. Caleular el volumen del
cuerpo de revolucién engendrado (¢limén». de- Cavalieri). :

2558, Una figura limitada por la hipérbola 2? — y® = a® y la
recta z = a 4 h (h > 0), gira alrededor del eje de abscisas. Hallar
el volumen del cuerpo de revelueidn.

~"2559, Un trapecio’ mixtilineo limitado por la linea y = ze* vy
las rectas # =1, y = 0, gira alrededor del eje de abscisas. Hallax
el wvolumen del cuerpo engendrado.

2560. La catenaria y = ch z gira alrededor del eje de abscisas
siendo engeridrada una superficié 1lamada catenoide. Hallar el volu-
men del Guerpo limitade por la catenoide y dos planos que distan.a
y'bunidades desde &l origen y qie son psrpendiculares al eje de abs-
cisas.

2561. Una figura limitada por los arcos de las ‘pardboles y = «?
e.y* = r, gira alrededor del eje de abscisas. Calcular el volumen del
cuerpo engendrado. '
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2562. Hallar el volumen dsl cuerpo engendrado por la revolucién
alrededor del eje de abseisas del trapecio que se halla smmdo encima
del eje Ox y que viene Jimitado por la linea (z — 4) y* = z (z — 3).

2563. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la revolucién
alrededor del eje Oz del trapecio mixtilineo limitado por la linea
y = arcsen = y cuya base es [0, 1].

2564. Calcular el volumen del cuerpo engendrado_por la revo-
lucién alrededor del ejc de: ordenadas de la figura limitada por la
parabola y = 2z — 2% y ol eje de abscisas,

2565. Caleular el volumen del cuerpo engendrado por el trapecio
mixtilineo que gira alrededor del eje de ordenadas y qué estd limi-
tado por el'arco de la sinusoide 'y ‘= sen & correspondiente al semi-
periodo.
© 2566. La lemniscata (s* -+ y%)® = a® (z* — y°) gira alrededor del
eje de abscisas. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la super-
ficie .engendrada.

2567. Calcular el volumen del cuerpo engendrado por la figura
que gira alrededor del eje de abscisasas y esta limitada porlalinea:
1) 2t 4+ y* = a%2% 2) 2t 4+ y' = 7

2568. Un arco de la cicloidez = a (t —sen t), y = a {1 — cos i)
gira alrededor de su base. Calcular el volumen del cuerpo limitado
por la superficie engendrada,

2569. La figura limitada por un arco de la gicloide (véase el
ejercicio anterior) y por la base de ésta, gira alrededor de la recta
perpendicular al centro de la base (eje de simetria). Hallar el volu-
men del cuerpo engendrado.

2570. Hallar e: vclug:lan- d;l cuerpo engendrado por la revolucidn

de la astroide % + yi=al alrededor de su ejo de simetria.
2571. La figura limitada por el arco de la linea 2 = f:- cos® ¢, y ==

el f;-sens t (evoluta de la elipse) situada en el primer cuadrante, y

por los ejes de coordenada _gira alrededor del 919 de ahscmas Ha-

Har el volumen del" cuerpo e;ngendrado :
2572. Calcular el volumen del cuerpo hmltado ‘por la sup I'fll:lB

del huso infinité engendrado por 1a ravoluc:én de la’ liuea y =i

alrededor de su asintota.- :
2573. La linea y® = 2ege~™* g}ra a]rededor de su asintota.
el volumen del cuerpo limitado por la- -superficie- engendrada ;
2574*, 1) La figura limitada por lg linea y = ¢~*" y la asintota
" de ésta gira alrededor del eje de ordenadas. Calcular el volumen-c_l_e]_
cmerpa engendrado. -
2) La misma flgura gira alredndor del eje. da absmsas HaLlar
el volumen del cuerpo engendrado. “yn s
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i 2575%. Calcular él volumen _dei;:cuerp_o limitado por la superficie
«gngendrada: al girar la linea y = 2%~*' alrededor de.su asintota.
2576*. La figura limitada por la linea y ='5°:z y el eje de abs-
cisas, gira alrededor del 8je de abscisas. Calcunlar el volumen del cuer-
po engendrado. .
95774, Hallar el volumen del cuerpo-limitado por la superficie

engendrada al girar la cisoide y* = 5=—(a > 0) alrededor de su
asintota, i :
2578. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la superficie

engendrada al girar la tractriz z=a(cast+1htg__—;r.], y;qsens

alrededor de su asintota.

3 257‘29*. Enlculur ¢l volumen del cuerpo limitado por el elipsoide
: y
F+F€+%=1'

2580, 1) Calcular el vzolumen del cuerpo limitado por el para-
boloide eliptico z =f§+% v el plano z=1.

2) Hallar el \r_glumen del cuerpo limitado por el hiperholoide
de una hoja %-l—y—g—zazi y por los planos z=—1y z=2.

9581. Calcular los volfimencs de los cuerpos limitados por el
paraholoide 5=a%-2y* y el elipsoide 2?4 2y*+2°=0.

2582, Hallar los volimenes de los cuerpos cngendrades al

2 2

cortarse el hiperboloide de dos hojas %—%—’g—=1 y el elipsoide

=, ¥, 22
sHzto=1

2583. Hallar el vazlumen del cuerpo limitado por la superficie
chnica (z—2)2=-9_.;—2—i—% v el plano z=0.

25?—4. (glulcular el voluma? del cuerpo limitado por el paraboloide
%§%+% y el comno %2+y-§-=33.

2585*, Hallar el volumen del cuerpo cortado de un cilindro cir-
cular por el plano gque pasa por el didmétro de Ja base («segmento ci-
lindrico», véase la fig. 43). En particular, poner R = 10 ¢m y I =
=6 cm, ' '

2586, Un cilindro, parabélico estéd cortado por dos planos uno
de los cuales es perpendicular a la genoratriz. Como resultado se



174 Cap. VIlL. Aplicaciones de la integral-

obtiene un cuerpo mostrado en la fig. 44, La base comin de los seg-
mentos parabélicos es & = 10 c¢m, la altura del mismo segmento que

Fig. 43 Fig. 44

estd en la base, es H = 8 cm, la altura del cuerpo / es de 6 cm, Cax-
cular el volumen del cuerpo.

2587. Un cilindro cuya base es una elipse estd cortado por un
plano inclinado que pasa por el eje menor de la elipse. Calcular el

Fig. 45

volumen del cuerpo engendrado. La fig. 45 presenta las dimensiones
lineales, . : G ® s te
2588*, En todas las cuerdas de un cfrculo de radio R paralelas
a una misma direccién estin construidos segmentos parabélicos, si-
métricos de.altura constante H. Los planos:de éstos son perpendica-
lares al plano de la circunferencia. Hallar el volumen del cuerpo
engendrado de esta manera. . A g -
“2589, Unconé circular recto deradio R y'dé altura H estd cortado
_en dos partes por un plano que‘pasa por el centro de la base parale-
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f-lamente ala generatriz (véase la fig. 46). Hallar los volumenes de las
dos partes del cono. (Las secciones-del ‘cono por los planos paralelos
. a la generatriz son segmentos parabélicos.)

z
]
:
i
i
c. L
amarts
/
; W
\ SLI -
i D %
T
Fig. 47

2590, El centro de un cuadrado de dimensiones variables se
desplaza a lo largo del didmetro de un citculo de radio 4. Al mismo
tiempo el ¥1an0 en que se halla el cuadrado sigie siendo perpendi-
cular al del circulo y dos vértices opuestosidel cuadrado se desplazan
sobre la eircunferencia. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por
este cuadrado que se halla en movimiento.

2594, Un circulo de radio variable se desplaza de tal modo que
uno de los puntos de su circunferencia sigue en ¢l eje de abscisas,
mientras que su centro avanza sobre la circunferencia z® 4 y* = %,
v el plano del mismo es perpendicular al eje de abscisas. Hallar ol
volumen del cuerpo engendrado.

2592. Los ejes de dos cilindros iguales se cortan formando el 4ngu-
lo recto. Hallar el volumen del cuerpo que forma parte comiin del
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cilindro «{la fig. 47 presenta 4/8 del cuerpo). (Examinar las seccio-
nes engendradas por los planos paralélos a los ejes de los-dos cilin-
dros). 4 5
2593, Dos cilindros inclinados tienen la misma altura H, la
base superior comfin de radio R y sus bases inferiores se tocan {véase
la fig. 48). Hallar el volumen de la parte comiin de los cilindros.

Area de la superficie de revolucién

2594, Hallar el drea de la superficie engendrada por la revolucitn
de la parsbola y? = 4az alrededor del eje de abscisas desde el vértice
hasta el punto cuya abscisa es z = 3a.

2595. Calcular el 4rea de la superficie engendrada por la revolu-
¢ién de la parabola clibica 3y — z* = 0 alrededor del eje de abscisas
(desde z; =0 hasta z, = a).

2506, Calcular el drea de la catenoide, superficie engendrada por

1a revolucién de la catenaria y = a ch % alrededor del eje de abscisas
{desde z; = 0 hasta z, = a).
2
2597. Al girar la elipse %—2 + %E = 1 alrededor de su eje mayor

es engendrada la superficie 1lamada elipsoide alargado de revolucitn,
mientras cuando gira alrededor de su eje menor es engendrada la
superficie 1lamada elipsoide acortado de revolucién. Hallar las 4reas
de las superficies de los elipsoides alargado y acortado.

2598, Calcular el 4rea de la superficie fusiforme engendrada por
la revolucién de un arée de la sinuscide y = sen z alrededor del eje
de abscisas. ;

2599. El arco del tangensoide y = ig x degde su punto (0, 0) hasta
su punto (m/4, 1) gira alrededor del eje de abscisas, Calcular el 4rea
de la superficie engendrada. ’

2600. Hallar el drea de la superficie cngendrada por la revolu-
cién alvededor del eje de abscisas del lazo de la linea 9ay? =
=z (3¢ — x)* _

2601. El arco de la circunferencia z® -+ y* = a® que se halla en
ol primer cuadrante gira alrededor de la cuerda que lo subtiende.
Calcular el drea de la superficie engendrada. _

2602. Hallar el rea de la supérlicie engendrada por la revolu-
¢ién alrededor del eje do abscisas del arco de la linea z = e' sen £,
y = ¢ cos t desde #, = O hasta 2, = n/2, ¥

2603. Hallar el drea de la'superficie engéndrada por la revolu-
ci6n de la astroide z = @ cos® i .y = a sen®t alrededor del eje de
abscisas. g " I

2604. El arco de la cicloide gira alrededor de su eje de simetria,
Hallar el 4rea de 1a superficie engendrada (véase el ejercicio 2568).
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—2605:- Hallar el-drea dé.la supeﬂlcle engendrada por la‘tevolu-
cién de-la cardioide p == a.(f -~ c6s @) alrededor de su’ -eje polar.
2606. La circunferencia -p = 2r sen @ gira alrededor del” a]e po-
lar. Hallar ¢l 4rea.de-la superficie, engendrada.. -
2607, La lemniscatap? =:a? cds'2q gira alrededor del oje. pular.
Hallar 6l. drea. de: la.superficie engendrada, -
2608. El arco infinito de la linea y = e correspondlenl:e a los
valorés positivos de z, gira alrededor del eJe de absclsas. Ca]cu]at
el srea de la superf:cle engendrada. . )

2609. La tractmz z=a (cost+1ntg 2) yﬁ-asant gira

alrededor del eje de ahsclsas. Hallar el drea de la superficie 1nhmta
engendrada.

Momentos y centro de gravedad*)

2610. Calcular el momento estdtico de un rectdngulo dé base a
v la altura % con respecto a su base.

2611. Calcular el momento estatlco de un tridngulo rectangulo
isbsceles cuyos catetos son iguales a &, con mspect.o a cada uno de
sus lados,

2612, Demostrar que se verifica la mgu:ente férmula:

_[ (az +b) f (z) dz = (ak -+ D) j 1 (z) dz,

donde & os la abscisa del centro de graveddd. del trapecio mixtllineo
de ba?aj [a, 8] limitado por la linea
f

2613. Hallar &l centro de gravedad
de nn segmento parabélico de base a y
la altura &. %

2614. Un rectiangulo de lados a v &
estd dividido en dos partes por el arco s,
de una pardbola cuyo vértice coincide /..
con uno de los vértices del “rectfngulo. 2 a x
¥y que pasa por el. vértice epuesto de .
éste (véase la fig. 49). Hallar el centro
de gravedad de las dos partes S, y S,
del recténgulo,

2615, Hallar las coordenadas del centro de gravedad’de la semi-
circunferencia v= Vr’ Z8,

Fig. 49

‘* En todos los ejercicios de bsta parte (2610--2662) la ﬂe:mdad se toma
igual a 1.

12-0178
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2616. Hallar las coordenadas del ¢entro de gravedad del semi-
circulo limitado por el eje de abscisas y la semicircunferencia y =
=Y =R

2617. Hallar el centro de gravedad del arco de la circunferencia
de radio R, el cual subtiende 6l dngulo central a.

2618. Hallar las coordenadas delicentro de gravedad de la fi-
gura limitada por los ejes de coordenadas y la pardbola V4 Vy=

26‘;'9. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la figura
limitada por los ejes de coordeénadas y el arco de la elipseg -+ %-: =
= 1 que se halla en el primer cuadrante.

2620. Hallar el momento estético del arco de la elipse ::—: + g-:- =

= 1 el cual se halla-en el primer cuadrante, con respecto al eje de
abscisas. }

2621. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la figura
limitada por el arco de la sinusoide y = sen z y el segmento del eje
de abscisas (desde 'z, = O fhasta lz, = n).

En los ejercicios 2622—2624 hallar el momento estitico de la
figura limitada por las‘lineas dadas, con respecto al eje de abscisas.

2622, y= o y==1%

e
i-;;—:t:3
2623. y=sen x o y= -;-(para un segmento).

2624, y=2* e y=Vz

2625. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la fi-
gura limitada por la linea cerrada y* = az® — z*.

2626. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco de la

catenaria ¥ = a ch -E- comprendida entre los puntos cuyas ahscisas

SN T =—a Y Ty = d.

2627. Demostrar que el imomenvo ‘estético dé un, arco cualquiera
de.la parabola, con.respecto al ¢je de 1a misma, es proporcional a 1
diferencia .de los radios de curvatura &n 10s puntos extremos del arco.
El coeficiente de proporcionalidad esrigual a p/3, donde p es ‘el paré-
metro de Ja iparfbola. gy et RS R Sy UE W

2628. ‘Hallar las coordenadas.del centro dé gravedad del primer
arco de:la cicloide z == a ( —sen 1), y = a (1 — cos ).

2629, ‘Hallat Jas coordenadas?del centro degravedad de la figura
limitada por el primer arco de una cicloide y-el eje'de absgisas. ™

2630. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco de
la astroide z = @ cos® t, ¥ = a sen® ¢ el cual se halla.en el primer
cuadrante. i "
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v 1:2681. Hallar las coordenadas del centro degravedad-de la figura
limitada, por los ejes-de coordenadas y el:arco-de unaastroideel cual
se thallaen el primer cuadrante. - wv © © L L0 0 et

" 2632. Demostrar que la asbeisa y la ordenada del centro de fra=
vedad :del sector-limitado por dos:radios polares y por:la linea cuya
ecuacién se da-en las cooredenadas:pélares p =.p'(¢), vienen expre-
sadas del modo siguiente:

¥ ' - N
‘[etcosqap’ { paongao
_2 ';{ 4 s £ S —E.‘q}’ it
..":—--3- Py L] Y= 3 . T .
§ p2de SEE T p¥de
9y oy

2633. Hallar las coordenadas cartesianas del centro de gravedad
del sector limitado por una semiespira de la espiral de Arquimedes
p = a@ (desde ¢, =0 hasta ¢, = =),

2634. Hallar el centro de gravedad de un sector circular do radio
R cuyo dngulo central es igual a 2a.

2635, Hallar las coordenadas cartesianas-del centro de gravedad
de la figura limitada por la cardioide p = a (1 + cos @).

2636. Hallarlas coordenadas cartesianas del centro de gravedad
de la figura limitada por el lazo dereché de la lemniscata de Bernou-
11i 2p’ = a® cos 2¢.

637. Mostrar que las coordenadas cartesianas del centro de
gravedad[del arco de la linea cuya ecuacién es dada en‘las coordena-
das polares p = p (), vienen expresadas del modo siguiente:

Pa ; Py s ey
§ peosgp/p2+pdg § psono VpETpide
Py @y
Y iy y=—%5,—
§ Vei+o2de § ViiEpidg
9y s

2638. Hallar las coordenadas ccartesianas del centro de gravedad
del arco de la espiral logaritmica p = ae® (desde p, = n/2 hasta
Qg =1). ' 4

* 2639, Hallar las coordenadas cartesianas del centro de gravedad
del arco de la cardioide p = & (1 + cos ¢) (desde , =0 hasta
Gy = 7).

2640, ¢A qué distancia del centro gaom‘ét.rico{-éa halla el centro
de gravedad de la semiesfera de radio B - & - Loy

2641. Hallar el centro de gravedad de la superficie de la semijoks
fera.

12%
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2642. Sea dado un cono circular recto cuyo radio de base es R y
Ya alturaH. Hallar la distancia que media entre la base del cono y-el
centro de gravedad de su superficie lateral, de su superficie total y
de su volumen.

1., 2643, (Qué distancia media entre la base y el centro de gravedad
de un cuerpd, da altura &, limitado por un paraboloide de revolucién
y un plano perpandlcular a su eje?

2644. Hallar el momento de inercia del segmento A8 = I con
respecto al eje.que se halla en el mismo plano. El extremo 4 del seg—
mento dista @ unidades del eje, el extremo B del segmento dista &
unidades del eje.

12645. [Hallar el momento de inercia de una circunferencia de
radio R con respecto a su didmetro.

2646. Hallar el momento de inercia del arco de la linea y =
!

B (0<u<,_ 3 ), con respecto al eje de abscisas.

2647, Calcular el momento de inercia, con respecto a los dos ejes
de las coordenadas, de un arco de la ‘cicloide = = a (¢t — sen t),
y=a({l —cosi)

2648. Hallar el momento de inercia de un rectangulo de lados
a "~y b con respecto a su lado a.

2649. Hallar el mgmento de inercia de un tridngulo de base @ y
la altura h con respecto a:

1) 1a base;

2) la recta. que siendo paralela a la base pasa por el vértice;

3) la recta-que siendo paralela a la base, pasa por el centro de
gravedad del tridngulo.

2650. Hallar el momento de inercia de un semicirculo de radio A,
con respecto a su didmetro.

2651. Hallar el momento de inercia de un cireulo de radio R,
con respecto a su centro.

2652. Hallar el -momento de inercia de una elipse de semiejes a

y b, con respecto a los-dos ejes de la misma.

2653. Hallar el¥momento de inercia de un cilindro cuyo radm
de-base:es. igual a R;y la altura ./, .con respecto a su eje.” , .o

2654, Hallar el momento de:inercia de un cono cuyo,radio de hass
os igual iR, la altura H, con raspecto a su eje.

12635, Hallar el momontn de inercia de una esfera de radw R
con respecto a su didmetro. :

2656. Una elzpse gira alrededor de ‘uno de sus ejes. Hallar el
momento de inercia del cuerpo engendrado (elipsoide de revolucién),
con respecto-al eje de su revolucién.

.. 2657..'Hallar-el momento .de;inerciaj: con respécto;al eje .de:revo-
lucién, de un paraholmde de' ra\rolucwm cuyo radio de hase: es: Ryla
glfura; H..niye, o0 Lo e j %

Lt S
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-, 2658, Calcular el momento de inercia, con respecto alé eje Oz,

- del cuerpo limitado por el hiperboloide de ‘una hoja %—-{-l‘;—z——-

~z'=1ylosplanosz =0y %=1 A g

2659. El trapecio mixtilineo limitado por las lineas y = %,
4=0,2z=0yz=1gira alrededor - ;

1) del eje Oz, 2) del eje Oy.

. -z:Caleular, el. momento, de inercia del cuérpo engendrado, con res-

pecto_al eje de revolucién. . - B -

"~ 72660. Hallar el momento de inercia de la-superficie lateral -de
un cilindro cuyo radio-de hase es R y la altura, &, con respecto a su
eje. :

2661, Hallar el momento de inercia. de la superficie lateral de
un cono cuyo.radio de base es R y la altura, M, con respecto a su
eje.

2662. "Hallar el momento de inercia de la superficie de una es-
fera de radio R, con respecto a su didmetro.

Teoremas de Guldin

2663. Un hexdgono regular, de lado ‘a, gira alrededor de uno de
sus lados. Hallar el volumen deél cuerpo ergendrado. _ 1
2664. Una elipse cuyos ejes son.A4; = 2z y BB, = 2b gira al-

rededor de una ‘recta paralela al éjo AA;, que dista 36 del mismo.
Hallar el volumen del cuerpo engendrado. ' ;
2665. Una.astroide gira alrededor de una recta .que atraviesa
dos’ picos' contiguos. Hallar el volumen y la superficie del cuerpa
engendrado (véase‘el ejercicio 2630).. e
2666, La figurd éngendrada por los primetos ardos de las cicloides

z =a(t — sen t), y=oa(l —cosi)

& = a{t—sent), y=—a(l —cost)
gira alrededor del ¢je de ordenadas. Hallar el volumen y la superfi-
cie del cuerpo engendrado. D !

2667. Un cuadrado gira alredédor de una recta’ que e halla en
el mismo plano pasando por uno de sus vértices. {Cuél ha de ser la
posicién.de la recta respecto al cuadrado para que el volumen del
cuerpo de revolucién engendrado sea méximo? La misma pregunta
respecto al tridngilo, °

§ 2. Algunos problemas de fisica -
2668. La velocidad del cuerpo es dada por la férmula v =1

= VT + ¢ m/s. Hallar la distancia recorrida por el cuerpo en' los
primeros 10 s al comenzar el movimierito, <!
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2669. Cuando se efectia el movimiento armbnico oscilatorio
a lo largo del eje de abscisas, cerca del origen de coordenadas, Iz

velocidad g-:-’ viene dada por la férmula

G =T (- +m)

donde ¢ es el tiempo; 7, periodo de oscilacibn; ¢, fase inicial. Ha-
1larla posicién del punto en el momento £, si es sabido que en el mo-
mento ¢, se hallé'en el punto r = =z;.

]

g 1o
. La férmula f = k% , donde m y M son las masas de los pun-

tos, r, la distancia que media entre éstos, y k, coeficiente de propor-
: 5 4
cionalidad igual a 6,67 ‘10"“.3{.3 o (ley de Newton) establece la fuer-

za [ de interaccién de las masas de dos puntos. Tomando esto en
consideracién resolver los problemas de los ejercicios 2670—2678.
{La densidad se supone constante,) iy iy
"'9670. La barra 4B, de longitud 1y de masa M, ejerce la atrac-
cién sobre el punto C de masa m el cual se halla en la prolongaci6n
de 1a barra. Entre el punto €’y el extremo mds préximo. 5 de la barra
rhedia 1a distancia a. Hallar la fuerza de interaccién de la barra y ol
punto. ¢Qué masa puntual debe ser colocada en A para que ésta
‘g;_;t_‘qe, sobre C con,]a misma fuerza que lasbarra AB? Considerar el
‘caso ‘de un punto que se halla en la.prolongacion de la barra y pri-
mero dista r; de la barra misma. Después, desplazdndose a lo largo
dé’ 1a recta, que constituye la prolongacién de la barra, el citado
punto va acercindose a la misma, resultando entre ambos la distan-
cia r,. $Qué trabajo realiza la fuerza de atraccién en este caso?
2671. ¢Cual es la‘fuerza-con que el semianillo de radio r y de ma-
- sa. M ejerce-su accitn sobre-el punto.material de masa m, ‘que.se halla
en su centro? o . s A
.. 2672. ¢Cual es la fuerzdicon que el anillo de:alambre, de masa
M y'de radio, H,.ejerce su accién sobre e punto.material.C:de masa
m.gne se halla en.la recta que p: centro del anillo.perpendi-

7. qve so hall : yasa por el ol

cular a su plano? La distancia entre el citado punto y: el centro del

anillo es ignal a . ¢Qué trabajo realizaria la fuerza de-atraccidn-al

_desplazarse el punto desde el infinito hasta el centro del anillo?
2673. Aplicando el resultado del ejercicio amterior calcular la

fuerga_con que’ un- disco ‘plano;:de radioiR y de masa M, ejerce su

_accién sobre el punto material de masa m que se halla en su eje, dis-

tando g del-centro. : Siar y T, 2 Pl

. .- 2674. Aplicando. el resultado del ejercicio anterior caléular la

fuerza con que un plano.infinito en el cual la masa, de densidad
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superficial ¢ estd distribuida. uniformemente, ejerce su aceién sobre
‘el punto material de masam. La distancia-entre el puntoy el plano
s _a,

 2675:- Existe un cono recto circular truncado cuyos radios de
base son R y r, la altura, k, la densidad, y. En su vértice-estd colo-
cado un punto material de masa m. ¢Cuél es la fuerza de la agcién
<que es ejercida por €l ¢ono sebre dicho punto? .~ P

2676. ;Cudl esla.atraceién que ejerce la linea quebrada material
¥ = [z | + 1 sobre'el punto material, de masa ni, que se halla en el
origen de coordenadas? (La densidad lineal es igual a v.)

2677. Demostrar ‘que’la linea material quebrada y = a | } 4
<4 1 (& > 0) ejerce la‘atracei6n sobre un punto material que se ha-
1}a en -e(origen de coordenadas, Dicha atraceién no depende de a, es
decir, de la abertura del dngulo entre los lados de la linea quebrada,

2678*. Dos barras iguales, siendo cada una de longitud 1 y de
masa M, pertenecen a una misma recta, midiando entre ellas la
distancia I. Caleular su atraceién mutua. ,

2679, Bajo- la accién de la gravedad upa gota de masa inicial
M efectiia la caida. Almismo tiempo va evapordndose uniformemente
perdiendo, por segundo, una masa igualia m. (Cudl es el trabajo rea-
lizado por la gravedad desde que comenzd la caida hasta que la gota
qued}é completamente evaporada? (Se prescinde de la resistencia del
aire,

2680. ;Cual es el trabajo que se debe realizar para' amontonar
la arena-en forma descono truncado,:de aliura H; cuyos radios de
base sean R y r (r < R)? El peso especffico es igual a d (la arena se
hace desplazar levantfindola del snelo, en el qué se apova Ja 'base
mayor del cono). - : 3 TR

2681. Las dimensiones de la pirdmide de Cheops son aproxima-
damente las siguientes; la altura es de 140' m, la-arista de la base
(del cuadrado), 200 m. El peso especifico de la: piedra:empleada en
la construceién es igual aproximadamente a 2,5 gf/cm®. Calcular
el trabajo realizado durante la construceién para superar la grave-

2682. Calcular el trabajo que ha de ser realizado para sacar el
agua de un recipiente cilindrico, de altura # = 5 m cuya base es un
circulo de radio R = 3m.

2683. Calcular el trabajo que ha de ser realizado para sacar un
liquido, de peso especifico d, de un recipiente. Este representa, por
su forma, un cono de vértice invertido, cuya altura es H y el radio
de la base, R.¢De qué manera cambia el resultado si el cono tiene
su vértice en posicién normal?® ' :

2684.:-Calcular’eltrabajo que ha de ser realizado ‘parafsacar el
agua de un recipiente semiesférico de radio R = 0,6 m. o
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2685, La caldera tiene la forma de paraboloide de revolucibén
(véase la fig. 50).-El radio de la base es R =2 m; la profundidad de

Fig. 50 Fig. 51

la caldera, H = 4 m. La llena un liquido cuyo peso especifico es
d = 0,8 gf/cm?®. Calcular el trabajo que ha de ser realizado para sacar
el liquido.

2686. Hallar el trabajo que ha de ser realizado para sacar el
agua de una cisterna que tiene las siguientes dimensiones (véase la
fip. 51)Ja = 0,75 f; b = 1,2 m, H = 1 m. Lia superficie lateral de
la cisterna representa un cilindro parabélico.

La energia cinética del cuerpo que gira alrededor de un eje in
mévil, es igual a —%- Jwob, donde w es la valqcidad angular, J es el
momento de inercia respecto al eje de revolucién. Resolver los pro-

blemas de los ejercicios 2687—2692, tomando en consideracién lo
sobredicho. ;

' 2687, La 'Barra-_.g:A-B. (véase 1a fig. 52) gira en 6l plano horizontal
alyedsdor del gje 00" con la,velocidad angular o' = 40ms™!; La sec-

o
_"“__..-- -'_'_'--._,_‘_
i 4, . 2E
-~ s F -

e e e et
al

Fig. 52

¢i6n. transversal de la barra es S = 4 om? la longitud, ! .= 20 .cm;
la densidad del material de la barra, y.= 7,8 gfcm?®: Hallarla éner-
gia cinética desla barra. :
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2688, Una ldmirna rectangularicuyos lados mideén & = 50 cm y
b:=¥40 cm, y-el grosor es d =: 0,3 em, gira alrededor del lado a tex
niendo la velocidad angular & comstante ‘¢ igual a 3ms~'. Hallar
la-energia cinética de la ldmina. La densidad del material de la 14~
mina y =8 glem?.: 6% G s ;

2689. Una lamina triangular cuya base es‘e = 40 cm'y la altura,
h- =30 cm, gira alrededor de'su base teniendola velocidad angular
® constante e-ignal a . == 5x:9~% Hallar la energia cinética de la
l4amina: .tomando en .consideracién:- que su - R
grosor d = 0,2 em y la densidad del material a

de: lamisma ¢ =:2,2 glem®.- oo

2690. Una limina en forma. del segmento .|
parabélico (véase la fig. 53) gira:alrededor -
del-eje de la pardbola teniendo la velocidad
angular _constante e igual a © = 4m s7%. La
base del segmento es a = 20 cm; la altira, 0
h == 30 cm; el grosor de la ldmina, d = 0,3 em,
la densidad del material y = 7.8 g/cm®. Ha- Fig. 53
Nar la energia cinética de la ldmina.

9894, Un cilindro circular euyo radio-de base es R y la altura H,.
gira alrededor de su propio eje teniendola velocidad angular cons-
tante e igual a w. La densidad del material de la ldmina es 7. ‘Hallar
la energia cinética del cilindro. :

2692. Cierto alambre fino, deé masa M, ha side combado adop-
tando la forma de semicircunferencia de radio R.'Va girando alrede-
dor del eje que pasa por los extremos de'la semicircunferencia dando-
n vueltas por minuto. Calcular su enefgia cinética. _

Calcular la enorgia cinética para el caso en que el eje de revolu--
ci6n es la tangente en el punto medio de la semicircunierencia.

2693. Una lamina en forma de tridngulo ést4 sumergida, en posi--
cién vertical, en el agua de modo que su basé se halla sobre la su-
perficie del agua. La base do la limina es g, ]a altura, k. , ;

a) Calcular la fuerza de la presién que ‘ejerce el agua sobre cada
uno de los.lados de la ldmina. 1

b) ¢En cuinto aumentard la presién si invertimos la limina-
de modo, que su vértice quede en la superficie y la base sea paralela
a la superficie del agua? ) ;

2694. Una lamina cuadrada estd sumergida, en posicién verti-
cal, en el agua de modo que uno de los vértices del cuadrado.se-
halla sobre la superficie del agua, estando ‘en ¢ontacto con ella, ¥ una.
de 1as diagonales es paralela a la superficie. El'lado del cuadrado’es
ignal a a. ;Cuél es la fuerza de la presién gue ejerce el agua sobre-
cada uno de los lados de la 1dmina? = e
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2695. Calecular la fuerza de la presién que ejerce el agua sobre
1a presa que tiene la forma de'un trapecio isésceles cuya base supe-
rior e8 ¢ = 6,4 m; la inferior, & = 4,2 m, y la altura, H = 3'm.

2696. La mitad de una ldmina en forma de elipse estd sumergida
en el liquido, en posicién vertical, de modo que uno de sus ejes
{euya longitud es igual a 2b) se halla sobre la superficie, estando an
-contacto con ella. ;Cudl esla fuerza de la presién que ejercs el liquido
-sobre cada uno de los lados de la ldmina? La longitud de la parte
sumergida del semieje de la.elipse es igual a a; el peso especifico del
liquido, 4.

2687. Una ladmina rectangular cuyos lados son a y b (2 > b)
-estd sumergida en el liquido forméndose entre ésta y la superficie
del liquido el 4ngulo @. Eldado mayer es paralelo a la superficie y
se halla a la profundidad k. Caleular la presién que ejerce el liquido
sobre cada uno'de los lados de la limina teniendo en cuenta que sl
peso especifico del liquido. es d.

2698. El agua y el aceite (en proporciones iguales) llenan un reci-
piente rectangular, siendo el peso del aceite dos veces menor que
el del agua, Mostrar que la presién sobre cada una de las paredes del
recipiente disminuye en-iina. qumta parte si se toma sélo el aceite
en vez de la ‘mezela. (Es necesario tener en cuenta que todo el aceite
se halla encima.)

Resolviendo los problemas de los ejercicios 2699—2700 hace falta
apoyarse en el pmnc:pio de Arqujmedes que dice lo siguiente: la
fuerza de empuje asaansmnal que ejerce .su accién sobre el sélido
sumergido en un fluido es lgual al peso del fluido desalo,}ado

2699. Un flotador de madera y de forma cilindrica ¢uya superfi-
cie de base es § = 4000 ¢cm? y la altura, # = 50 cm, flota sobre la
-superficie del agua, El peso especifico de Ia madera es d = 0,8 gf/cm®,
a) ¢Qué trabajo ha de ser realizado para sacar el flotador del agua?
b) Calcular el trabajo que hace falta realizar para sumergir el flota-
«dor de modo que lo cubra el agua?

2700. Una esfera‘de rndw R y da peso especifico 1 estd sumerg:da
en el agua de modo que estd eén contacto con la superficie. J,Que
trabajq ha de ser raallzado para. sacar la. esfera del. agua?

Los problemas de los ejercicios 27012706 tratan el fenomend de
Ta salida 'de fluidos'de un orificio peéqueiio. La velocidad con: que el
liquido. sale del orificiola" détermina: la ley de Torricelli: ¥ =
=1/ 2gh, donde k es, la altura de la columna del liquido sobre el
-orificio.y g és la aoeleraclén de'la gravedad“)

2 % La formn on’ que ey, de, Torriculh se-da’aqui, es aflu;abla ablo. al 1iqui-

lio ideal. Ea g este liquido;i eal al que.se dan respuestas a los problemas. (En:la

i .prachca ‘hacen uso. de la formulk V&g.'s donde . es el coeficients, qui

ende de la viscosidad del liuidc y. la naturaloza del orificia del que_ sale al
iquido. En el caso mds sencillo del agud’'\t =0,6)
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t-. 9701, Un recipients cilindrico cuya- Superficie de la: base es de
400 ‘em; y. 18 alturat30. cmj tiens practicado un orificio. Calcular la
superficie de éste si'se sabe:qie el'agua que llena el recipiente invierte '
2'min en salir de &l b d ; : . *

.~.:2702.0 El ‘agua llena un embudo-cnico de altura -H = 20 cm:
Tl radioide la parte'siperior es Ri= 12'cm. De'la parte inferior, que
tiene- el orificio dé radio T=='0,3"cm, ¢omienza a “galir el agua:
‘) ¢Cuénto tiempo se invierte para que el nivel del {agua baje en
5 cm? b) éCuéndo squedard vacio el embudo?

2708. La caldera.ofrece 1a forma de semiesfera ‘de radio R =
= 43 cm. En su-fondo se ha producido una abertura de superficie
S = 0,2 cm®. (Cufnto tiempo debe invertir el agua,-que llena la
caldera, para salir de ésta? 4

92704. La caldera ofrece la forma de cilindro eliptico de eje hori-
zontal (véase la fig. 54). Los semiejes de la seccion eliptica (que es

/ X o
. )
\L A<

L

TR

Fig. 54
perpendicular al eje del cilindro) son.iguales a b (horizontal) y &
(vertical). La generatriz del cilindro es igual a.L. El agua 1lena hasta
ia mitad la caldera que tiene practicada en su fondo un orificio de
superficie §. (Cudnto tiempo debe invertir el agua en salir de la
caldera a través de este orificio? ; . o 4 ;

2705, Un recipiente prismético, lleno de-agua, tiene practicado
en su pared vertical una hendidura rectangular vertical cuya altura
es igual a & y la anchura, #. Entre el horde superjor de la hendidura,
paralelo a la superficie del agua, y esta (ltima media ]a. distancia H.
¢Cuinta cantidad del agua sale.del recipiente por:segundo si el nivel
del agua se mantiene a. la. misma altura?. Considerar el caso en que
H = 0 (problema.sobre el desagiie).., ... ¥ -

2706. Un recipiente.lleno de agua hasta los bordes, -ofrece la for-
ma. de paralelepipedo. cuya base. tiene-el drea .igual a}100 cm?. En
su pared vertical hay-una hendidura, de altura igual 'a 20 cm y Ja
anchura igual a 0,1,cm (véase la fig.. 55). ¢Cuénto tiempo se-invierte
para que.el nivel del agua en el recipiente disminuya en a) 5 cm,
b) 10) cm, ¢) 19 em, d) 20 em? (Aplicar el resultado del ejercicio ante-
rior, ;
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La ecuacién del gas perfecto es la siguiente: pv = RT, en la cual
p es la presion, v; el volumen, T, la temperatura absoluta y R, la
constante del volumen dado del gas. Resolver los problemas de los
ejercicios 2707—2709 considerando los gases como perfectos.
& 2707. Un cilindro cuya base es de drea igual a.10 cm?, y la altura,
igual a 30 cm, contiene el aire atmosférico. ;Qué trabajo ha de ser
realizado para que el émbolo penetre dentro del cilindro 20 cm, o sea,

| Heh

Fig. 55 Fig. 56

debe ser introducido en el cilindro de modo que entre el fondo de
éste y el émbolo medie 10 em (véase la fig. 56)? La presién atmosié-
rica es igual a 1,083 kgf/cm®. El proceso seefectia de manera isotér-
mica, es decir, a temperatura constante. (Para obtener el valor
del trabajo en kgm hace falta tomar la presién en kgf/m® y el volu-
men en m?.) ‘

2708. Un recipiente cilindrico cuya seccién transversal es igual
a 100 cm?, contiene el aire bajo presién atmostérica. Dentro estd colo-
cado un émbolo, 'mediando entre éste y elfondodel recipiente la dis-
tancia inicial igual a 0,1 m. El cilindro se encuentra en el vacio
debido a lo cual se produce la:expansién del aire contenido dentro,
el cual desaloja el émbolo. 1) Caleular-el trabajo realizado por el
aire dentro del cilindro cuando hace ascender ¢l émbolo a la altura
de a) 0,2m, b)0;5m, c)1m. 2) {Puede el trabajo aumentar sin limi-
tes al dilatarse el gas infinitamente? (Igual que en el ejercicio ante-
* rior, el proceso se efectiia de manéra-isotérmica.) . - o0 o

2709, Elrecipiente cilindrico cuyd volumen v, ="0{4"m® cortie-
ie el aire atmosférico'el cual es'sometido d-1a compresién al introdu-
¢ir, de manera muy répida, un émbolo-dentro (Consideramos que et
proceso ¢ efectiia sin ser recibida ni‘cedida ninguna cantidad-del ca-
lor, o-ses, es adiabitice). ¢Qué trabajo ha deé ser realizado para com=
primir ‘el aire"contenido en el recipiente réduciéndole al volumen
v = 0,03 m® (La presién atmosférica s igual a 1,038 kgf/cm?)
La presién del.gas 'y el volumen-gue ocupa ‘en el proceso adiabético
forman la relacién. pu¥'e= p,u} ' (ecuacién-dé Poisson). Para los gases
diatébmicos (también para el aire) y =~ 1,40. "
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. Sepiln la:ley da-Newton, la velocidad con que umcuerpo .se enfria .
es. pmporcmnal a ladiferencia entre’la temperatura a’ que se halla y la
temperatura del medio quelorodea. Partiendo de-este. prineipio, resol-
ven Tos problemas de 1os ejercicios 2740—2711. -

12710, Un cueipo: cuya témperatura es igual a 25 , estd sumergldo
en el termostato- (su.temperatura se mantiene- 1gua1 a 0°%). ¢Cuinto
tiempo debe ser invertido para que. el cuerpa se enfma hasta 10° si
en 20 min se<énfria hasta 20°7 .

- 2711 Un Cuérpo cuya temparatura es. agual a 30" 88 enfria hasta
'22,5° al permanecer'30]min en-el térmostato que.se Jm].la a-la tempe-
ratura 0°. ¢Cuél :serfa-la temperatura del cuerpo al cabo. de 3 horas
al- comenzar el experimento?

Segilin la ley de Coulomb, la fuerza de interaccion de dos cargas
4 . 3 : d4de
<léctricas es igual a L
las cargas en culombios, r, la distancia que media’ entre las cargas,
enm, la constante dieléctrica £y =8,85-1012 F/m (4mgy=1,11 %

10'“’), e, la permitividad del. medio respecto all vacio (para el
au-e e 2 1), (Sistema racionalizado MKSA.) Partiendo. de esta ley,
resolver los problemas de los ejercicios 2712—2714.

2712, Una recta infinita est4d cargada uniformemente de-electri-
cidad positiva (la densidad lineal-de carga eléctrica es o). Cudl
s la fuerza con que obra dicha recta-sobre una carga unitaria que se
halla en el punto 4 mediando entre ambos la distancia a? La permiti-
vidad del medio es igual a 1.

2713. Entre dos cargas eléetricas ¢, = 6,67-10-*.C y g ==
= 10-10-#C media la distancia ignal a 10 cm. El aire sirve de medio
que las separa. Al principio, las dos cargas han estado fijas, luego,
se ha liberado la carga ¢,, que comienza a desplazarse, bajo la acci6n
de la repulsién, alejdndose de la carga g;. ¢Qué trabajo es realizado
por la repulsién cuando la carga a} se ha alejado mediando entre
ambas la distancia igual a 30 em, b) se aleja al infinito?

2714. Entre dos cargas eléctricas g, = 33,3-10-? culombios y
g3 == 40-10-° culombios media la distancia igual a 20 c¢m. (Qué
distancia mediard entre las cargas si acercamos la segunda hacia la
primera realizando el trabajo igual a 18.10-% Juhas? (El medio que
las separa es el aire),

‘newtons, donde g, y g, $oni los valores de

2715. La tension en los bornes del cireunito eléctricoes V = 120V.
Uniformemente en el circuito se introduce una resistencia a 0,1 ochmio
por segundo. Adema&s, el circuito estd conectado con la resistencia
fija r = 10 ohmios. jCuéntos culombios de electricidad pasarin.por
el circuito durante dos minutos?



190 Cap. VIIL_Aplicaciones de la integral

2716. Al principio, la tensién en los bornes del circuito era igual
a 120 V, decreciendo después: poco a poco en 0;04 V por segundo:
Simult4neamente;, en el mismo ctircuito se introduce una resistencia
a 0,1 ohmio por segundé, lo tiial représenta también une velocidad
constante. Ademés de -ello, el circuito tiene la resistencia fija igual
a 12 ohmies. JCuéntos culombios de electricidad pasardn [por el ecir-
cuito en 3 min?.

2717. Al cambiar la temperatura, la resistencia de los conductores
de metal varfa (a temperaturas ordinarias) segiin la ley R =
= R, (1 + 0,0040), en la cual 'R, es la'resistencia a 0°C y @ es
la temperatura-en grados Celsio. (Esta ley es.vélida para la mayoria
de los{metales puros.) La resistencia del conductor es igual a 10
ohmios a 0° C, éste se va calentando uniformemente desde ¥, = 20°
hasta 9, = 200° durante 10 min. Al mismo tiempo, pasa por el con-
ductor la corriente cuya tensi6én es igual a 120 V, ;Guantos culombios
de electricidad pasard por el conductor durante este mismo espacio
del tiempo?

2718. La ley de la variacién de la tensién de la corriente sinusoi-
dal cuya frecuencia es @, sé expresa con la formulafsiguiente: Ej=
= E, sen (wt 4 ¢), en la cual £, es la tensién méxima; @, 1a fase;
¢, el tiempo. Hallar el valor medio del cuadrado de la iensién en 1
periodo. Mostrar ‘que la corriente alterna ‘desprende en 1 periodo,
. siendo la resistencia’fija, la misma cantidad de calor que la continua
cuya tensién es igual a V (EHea. (Debido a ello, la expresion
V (E9mea 50 1a llama la tensién efectiva de la corriente alterna.)

l2’?!9. La ternsién de la corriente sinusoidal se expresa con la f6r-
mula

E=E;sen (—z;.it).
y la corriente, con la formula
2
It ()

-en lareual E,.6 Fy-son constantes (los ~valores maximos de la tension
y. de la ¢carriente); T, ol periodo; ga, la-as{ llamada difertneia de
fase. Calcular ¢l trabajo realizado, porla -corriente durante el espacio
del tiempo ‘desde ;= 0 hasta tp-= T ¥, miostrar que-este trabajo al:
canza su valorjméximo cuandola diferencia de fase @, es igual aicero;

2720. Hallar el tiempo durante.el cual el aparato eléctrico calien-
ta 1 kg de agua desde’20 hasta 100° C, si la tensién de la corriente
es igual a 120V, la resistencia de la-espiral, 14;4:0hmios, la-tempe-
ratura del aire-en 1a habitacién, 20°%C, y si también es sabido:que
1 kg de-agua se enfria desde 40 hasta 30°:C en 40 min. (Seghin:laley
de Joule.— Lenz, Q:= T°Rt, dénde @ esia cantidadide calor en ju=
lios, I, la corriente en amperios, R, la: resistencia en ohmios, ¥;
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el tiempo en segundos; el calor especifico del agua es 4190 kg“;;:; —
Ademés de ello, aplicar.la ley de Newton sobre’ el enfnamlento,
véase el ejercicio 2710.) :

2721. El aire que ocupa un recipiente cuya cabida es de 3 1, contie-
ne 20% del oxigeno. El recipiente, que tiene dos tubos, recibe a tra-
vés de uno de ellos, ¢l oxigeno puro, mientras que a través del otro,
sale la misma cantidad del aire. {Cuinta cantidad del oxigeno va
a contener el recipiente después de que hayan pasado por él 101 del

as?

& 2722. El aire contiene a% (= 8%) CO,. Se le hace pasar por un
recipiente cilindrico gue tontiene masa ‘absorbente cuya capa fina
absorbe la cantidad del gas proporcional a su concentracién y su gro-
sor. a) Si el aire que ha atravesado la capa de H cm (= 10 cm) de
grosor, contiene 5% (= 2%) de CO,, jde qué grosor H, debe ser la
capa absorbente para que el aire después de atravesar el abhsorbedor,
contenga s6lo ¢% (= 19%) del scido carbénico? b) ¢Cudnta cantidad
(en %) queda en el aire que ha atravesado la capa absorbente si su
grosor es igual a 30 cm?

2723, Cuando la luz atraviesa una capa de agua igual a 3 m, se
pierde ]a mitad de su cantidad inicial. (Cudnta cantidad dela Tuz
llega a la profundidad de 30 m? La cantidad de la Iuz que es ahsorbida
al atravesar una capa fina de agua, es proporcional al grosor de la
capa y a la cantidad de la Iuz que incide sobre su superficie,

2724. 8i la cantidad inicial del fermento, igual a 1 g, al cabo de
una hora llega a ser igual a 1,2 g, 7a qué serf igual al cabo de 5 horas
al comenzar la fementacién si se considera que la velocidad del
incremento del fermento es proporcional a su cantidad disponible?

2725. ;Cual era la cantidad inicial del fermento si al cabo de
dos horas de haber comenzado la fermentacién la cantidad disponible
del fermento era igual & 2 g, mientras que al cabo de tres horas era
igual a 3 g? (Véase el ejercicio anterior.)

2726. 2 kg de la sal se echan en 30 1 del agua. Al cabo de 5 min
1 kg de la sal queda disuelto. ;Cudnto tiempo tarda en disolverse el
99% de lacantidad inicial de la sal? (La velocidad de la disoluci6n es
proporeional a la cantidad de la sal no disuelta y a la diferencia entre
la concentracién de la disolucién saturada, igual a1 kg por 31, y la
concentracién de Ja disolucién en el momento dado.)



Capitulo IX

Series

§ 1. Series numéricas

Convergencia de la serie numérica

En los ejercicios 2727—2736 para cada serie: 1) hallar ta suma
«de los n primeros términos de la serie (S,), 2) demostrar la conver-
goncla de la serie, partiendo directamente del concepto de convergen-
cia y 3) hallar la suma de la serie (S).

: §
2727%. -

1 1
+togteteeEntee

1 1 1
2128. ox+axt+ tmonEEny T

1 1 1
2729. Tatar Tt (Bn—2) (3n-F-1) +.

2030, Tty Ay

273, = +W+ +Tm+—5)+
2732. "T‘*’zsa‘*‘ mz_)-'_
28 Sl ¥ 3?2 i

4 2 1
2735, ThmE e +‘(2n—1ﬁ(ﬁ+1)“ e
2736. arctg ~12- +arctg %'{' res +“°‘g'TinT+ %



oo § 15 Coriesitiunifricas. . 193

Series de. términos positivos

En los ejercicios 2737—2753 partlendo de’los criterios de compa-
racioén determinar si las series dadas son: convergentes,

287, ptamt e mmmme b
2738. sen -'121 -k sen %+ o —]—mn%-—l- _—
7 142 14n ;.
2739. 1j22+ +i+ﬁ2+"'
2740,

mtestotEmemt
2768, S 434, 4+ EL (n”j;n

2742, Lgm-]-tg—-g—-!- +tg -

2743, g+g+. ..+t

gt $hEe. g e

1 1 i
2745. m+m+- S o In{nt-1y +--.

. 1 S ( An2\2

2746, Z EinT 2747.. Z (Ti+~_:§) :

Nn= n=1
' 2 i ' o Inn
2748. “gll]/—nﬁl : 3749. ﬂ%lﬁa
2750. M (Vn—Vn—1). 2751. S .

“:11 (V Va—1) L ﬂz=;1 I/n‘-i-i
2752. 3} —(Vr+1—Yn—T).

n=1

= 1
2753. 3w (ViPin 11—V E—n¥i).

n=1

13- 0176
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En los cjercicios 2754—2762 demostrar la convergencia de las
series dadas aplicando e} criterio de D'Alembert.

1 1 1
2754 gttt
- 2 ’
2155, g+t HEte-
2756. tgF+2tg 5+ . . gt

= 2, 2.5 2-5- ...+ (3n—1})
L Tt FRE gty T

S nt
2758, E+"§‘1‘---+'§+--.

1408 1-3. ... @n—1)
2759. ?+3T+"'+_‘W"'_+-”
2760 Se"-;t—‘!‘ésen-;--i-u--}—ngsen%—}-...

1 2 n
2761. 12—!-5--3T+...-}-m+...

(n 1}

i 2 2.3
2762. g5+t T

En los ejercicios 2763—2768 demostrar la convergencia de las
series dadas aplicando el eriterio de la radical de Cauchy.

" 1 1 e
2763, o tpEt +m+ i

n

e, (3 ()
2765. arcsen 1 +-arcsen® %-i— .. . +aresen -:;-—i- e
344 a1\ "2

2766, _‘%,--1.(_*’-;’)_4-4_(__;;

En los ejercicios 7672770 aclarar si las series dadas son conver-
gentes aplicando ¢l criterio de la integral de Cauchy. |

2767 cpm tamey T Y EEO ) T

1 L 1
2768. = t3Eg - +m.+ CES

o, (L) + () + (A
2770, 3 -]%__;-ln n

n=1
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En los ejercicios 2771 —2784 aclarar cudles dq las series dadas
son convergentes y-cuiles son divergentes.

I e L I
L sEts T e

22 142t
2773. V2+]/2+ +]/"+*

2774 142+ .. 2 e

2975, 24 sk "z;f;1+

1 2 4y
2776. W+m—+.+m+..

2771.

1+12+1+22+ = ]+n2+
. ca2nd
2778. §-+3—2+ R e T R
2779. arctg1 +arctgzi+ S -}-a'rctg"%-}- e

2780. 2+—ht. ..+ ..

1 1
218 gz +gmk.- -+ { h~—4)-(-in—1) by

1
3 9 3NI
2782. z+g+.. A mt
2 .2 :
2783 14+ L2442y
2784‘.581]-’%-{*5&1’1'—:"+- . =+sen Jn:-*;n,a &

En los ejercicios 2785—2789 demostrar cada una de las relaciones
mediantc ima serie cuyo término-comin sea la funcién dada,

(2u)|

2785. llm-—r—O 2786. llm =0 (a>1).
B L L
2787. :f:w:{). 2788. llm—I}—z_‘O. % m

2789, lim 20 — 0.

n—oo N

13
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Otras series. Convergencia absoluta

En los ejercicios 2790—2799 aclarar cuiles de las series dadas son
absolutamente convergentes, cuéles son convergentes de manera no
absoluta, cudles son divergentes.

2790. 1—5+. . 1}u+n_+

2701, A —grt ... (=)™ n=+

( . 1)1’!7] +

1 1
2192, eyt ln(n—|~1)
Sen no +

88N o sen 2o
218, —/—+—7—+...+—5

1
2194 L b (D
)“ﬂ n—'r—‘l +

2795 2— >+ ... 4(— L

. oot
2796. -—1+ﬁ—~-+(—-1) et

2797, 5 —F 4. .- +(— B
= : oo . on2
mow. 3 A e 3 - E
n=1 n=]

2800, Mostrar que si las series Y a% y D) bj son convergentes,

n=1 n=1

=3
la serie D) @b, es absolutamente convergente.
=t
28{)‘! Most.rar que si’ 1a serie Z 4, és absolutamente conver-
ru==.|

gente; la serie Z ——-—a., también lo. serd.
n=1 " : » .
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§ 2. Series funcionales
Convergencia de las series funcionales

En los ejercicios 2802—2816 determinar los campos de conver-
gencia de las series. '

2802. 1 +a&+ ... +a2"4 ...
2803, Inz+1n*z+ ... AWtz ...
204 2+ L F 2L

x2 zn
2805, 24z +..-+77+ ...
z2Z y zn :
2806. $+—V'—E+...+ﬁ+...
1 { 1
2807, m-l—m-l-----l"{'m-i--..;
2808. 224622 ...Fn(n41)a"+ ...

z a;z Fm :
2809. T+m+.+m+..
z z2 an
2810. m+w+...+-m§+..,
2811. sen%+sen%+...+sen-§;‘-+...
2812, zig 5 +a*tg 54 ... Fatg g+

2813. senxz-+ pan 2 +'”+senn: +...

2z 7
2814, c(:sx:+c0;5z_+_“.+c:i:x+.”

2815, -e_x__l_e-sx.jr, - +e~n3x+ —

ne

z 2
28'6- ‘—Ex—'}“?;-f-. . .+?’-‘?+.. .

Convergencia uniforme (regular)

En los ejercicios 2817—2820 demostrar que las series dadas son
uniformemente (regularmente) convergentes en todo el eje Oz.
sen x Ban ﬂ3+

2817. 1+-—ﬁ-—+___+ o

: = 1 i W.sen.u: - iR
2818, Z‘W. 2819. 2‘.2“ . 2820. 2—;'2—.

1 n=1

1 1 7
TWEE T FREE

2821. Mostrar que la serie

ot A4

1
TR @
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es uniformemente (regularmente) convergente en cualquier inter-
valo en que viene definida la funcién ¢ ().

. 1 1
2822. .]I\Aostmr que Ila serie 7ITs + TViTE

L

1
i an-1 V' T4nz i
es uniformemente (regularmente) comvergente en todo el semieje
positivo. {Cuéntos términos deberiamos tomar para que pudiéramos

calcular, para cualquier z no negativa, la suma de la serie con exacti-
tud hasta 0,001?

2823*, Mostrar que la scrie ln“:'z) 4 ln(12;|;2:) + ...

.+ Anfieing) -+ ... es uniformemente convergente en el intervalo

nx™
1 + o0 < << oo, donde ® es cualguier numero positivo. Que-
darse convancido de que para cualquier z del intervalo(2<C z<C 100)
es suficiente tomar ocho términos para obtener lasuma de la serie con
exactitud hasta 0,01.

2824, Mostrar que la serie 2, z" (1 — z) es convergente de mane-

ra no uniforme en el llltel'\-"al.(] [0 1.
2825, La funcion f(z) viene definida por la igualdad

H@)=23 <

n==i

Mostrar que la funcion f(z) estd definida y es continua para
cualquier z. Hallar f (0), j( ) ,f( ) Quedar convencido de que

es suficiente tomar tres términos de la serie para calcular valores
aproximados de la funcién f (), para cualquier z, con exactitud
hnsta 0 001 Hallar i@ y 7 (—0 2} con esta misma_ exactitud.

28% La funcm f(z) viene definida por la igualdad

(x)“"_-i:?f-l- S‘ 1+(x+n@}2+2 1.}.(;— —nw)E (W>0)

Mostrar que o funcién f (x) estd definida y es’continua para cual-
quier z. Quedar convencido de que la funclén f (x) es periddica cuyo
periodo es o. Ll
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Integracion y derwaczdn de las series

29827, Mostrar que la serio 2? - x5+ i -{- E TP
uniformemente convergente en el intervalo =14+ o < 2 < 1= @,
donde @ es cualquier ndmero posmvo menor-que 1. Int.agrando la
serie dada hallar la suma de la serie

zin-1

Fid =7 :
S A T RR et

en el intervalo (—1, 1).
2828. Hallar la suma de la serie

n=-3
T+ 5 Zt... +,f:_3+

© 2829. HMallar la suma de la serie

2 z3 n* Znt
-{-—2--——2?—{-‘ e~ 1) :'n—‘m'-}'- -

2830. La funcién f (z) vieno definida por la igualdad
f(@)=e* 424 ... f-ne ..
Mogtrar que la fulnrsibu f(z) es continua en todo el semieje
positivo Oz. Calcular "'5 f (x) da.
2831, La funcién fh(l::) viene definida por la igualdad
Fl@)=14+2-8z+ ... Fnd3migntp .
Mostrar que la lmlgﬁién f(z) es continua en el intervalo
( ;, d) Calcular S f (x) dz.
2832*. La funcifn f(x) viene definida por la igualdad

J@ =g e s +rtes+... +—2~tg-§.;-l-.

Después de haher quedado couvencido de que la, funcwn j(x)

gs_ continua en el intervalo de integracion dado, calcula

)‘ (z) da:.

i3

F[l‘l'--"‘m
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2833*. La funcibn f(z) viene definida por la serie f(z)=

1 - ¥
i e Mostrar que la funcién f(z) es continua en todo el
1

n=

eje numérico. Caleular \:f(x) dx.
o

i
2834. Partiendo de la relacion j:c"dz= »it hallar la suma
0

de la serie:

1 — {yn+l —{)n+
0) 1—mt ot 4 2 P e S

2835. Partiendo de la relacidn j _ﬁit = ﬂi“ hallar la suiga de
2

.y 1 1
la serie T+ 5ot - - ot
2836, Partiendo de la relacién

i _n(2n—1) (@n—3) ... 34
cosedr =5 gy 4z

Sy “'t'ﬁ

hallar la suma de la serie

1 1.3 : 1.3... (2n—1)
- ji Fraputl— A =g A e

2837. Demostrar que la serie

sen 2nz sen 4te sen 2rnx
: +““‘3_+"°+'_":5F""'+"“

es uniformemente “;u;onvergen'tp. n todo el eje nuniérico. Mostrar
quo esta serie no es susceptible de ser derivada término a término
en ninguno .de log -intervales. i

2838, Partiendo do Ja igualdad {4ztait. .. = (l2]<1)
suiar “lag series 4 H2r--3e¥ . YR Ly 1482+
P -]-"_("lﬂlz“" 4 ... y mostrar que la serie 142z+4...
veoFngit £, "eg unifomeéments Corvergente en el intervalo
—p, pl, donde |p|<1.
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2839. Mostrar la validez de la igualdad

¢ mamt 1

1 2z
wetirst ot T =T

donde ‘m=2"y —1<<z<1. o 4
2840. Mostrar- que la funcidén y=i7 (z) -definida por -Ja*serie-

z+4 xz—lm-g; b +"('nx—nT)l':" . ... satisface la relacion zy’=y (wd-1).

§ 3. Series de potencias
Desarrollo de lus funciones en series de potencias

2841. Desarrollar la [nncién y = In z en serie de Taylor en el
entorno del punto z = 1 (para 2, = 1).

2842. Desarrollar la funcién y = /2% en serie de ‘Taylor en e}
entorno del punto z = 1.

2843. Desarrollar la funcién y = 1/z en serie de Taylor en el
entorno del punto z = 3.

2844. Desarrollar la funcién y = sen % en serie de Taylor en el

entorno del punto & = 2.

En los ejercicios 2845—2849 desarrollar las funciones dadas en
serie de Taylor en el entorno del punte z = 0 (serie de Maclaurin):
45, y=chz. 2846. y= %, 2B47. y=:cos(z-+a).

2848, y=e“senz. 2849, y=coszchaz.

En los ejercicios 2850—2854 hallar los cinco primeros términos
de la serie de Taylor para las funciones dadas en el entorne del punto:
£ = U

2850, y=1In{1--e%). 2851, y=eoos¥, 2852. y=cos"x,

2853, y=—Incosz. 2854, y=(1+2)"

En los ejercicios 28552868 desarrollar las funciones dadas en el
entorno del punto z = 0. aplicando las férmulas de desarrollo en
la serie de Maclaurin de¢ las funciones &%, sen , cos z, In (1 + )
y (1 - &)™

ex—1
9855, y—e?¥, 2856, y—e-*, 2857 y={ = o0 apedy
1 para z=0.

cx!___g._gza
2858, y—_—{ g bara 220, o559 y=seu .
1 para 2=0,
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sen T
== 0.
2860, y=costz. 2861, y= { para =

1 para @ = 0.
2862. y=(x —tgz)cosz.

2863, y=1In(10--2z). 2864, y= xln(1--a).
2865, y=VI1+a2  2866. y= 83—

1 z2
2867. v Bm 2868. Y= ;/1.—;2 i

2869. Desarrollar la funcién y_( 1ts 5 on el entorno del punto
z=0 en seric de Tav]ur Valmndu.‘,e du este desarrollo, hallar la
suma de la serie 1-i-— S T 2,,_‘ =+

2870. Aplicando ei desarrollo de la funuén_ en serie de Taylor,
hallar el valor de: .

1) la séptima derivada de la funcidn y= para x =10,

x
1+4z2
2) la quinta derivada de la funcién y = 2® ¢ 1 + « para & = 0,
3) la décima derivada de la [uncién y = 2%" para = = 0,
4) la curvatura de la linea y = = L ¥/ (T~ 2 — 1) en el origen
de coordenadas.
En los ejercicios 2871 —2877 calcular los limites, aplicando el
-desarrollo de las funciones en serie de Taylor:

2871, lim SRS d, e, lim 288 28R D - ead_8
Fos =
2873. lim In (1-{-:-}-:2}—1-111 {l—z+ ::'1)
Y] z (g5 —1)
26874, lim [x-zal__n( ++)]. 287 aﬂ(?_wg z).
ctg oz . e 2Fcoszx i3 )
2876. m[m — %7, 2877, 1im (a5

Intervalo de convergencia

En los ejerc1c10312878—2889 hallar los mlervalns de convergencia
«le series de potencias. = ,i..-
- 2878.: 10z - 1002* + .10 i

2879, & 1)n+i Bt s
2880- 3—}- 30 —I—.. .‘..;}L‘W—F ..
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2881, 1424 ...+nla" ..
2882. 1 -1—2;52.1._. = ..}..gn»lxsm-n hiir,
;.;zn 1

2883. ::—-W-’r < (=P (2n=1). (z::—-i}! +
_2834.1+3x+ +(n—1)3"“w""+

2835 T z“'“ x +n.(u+1.) A
"-_2386_._ z +_%.'”li . -}-—(“—x)—--i- i An_a]iia'ii@_o 1a ‘convergencia

en el extremo derecho del inlervalo conviene tomar ‘en cuenta que.
“las factoriales de ndameros grandes pueden 1r exprasaﬂas aproxima-
damente por la férmula de Stirling:

o (2)"V T,
2887, :e. -1— bat 4. .. +(nx)" -+

2888. 152 +ln3xs+--a+%%¥lx"“+...

s 200 (32 - +[(2R) o]

2890. Desarrollar la funcion y=In(z+V/ T+ 2%) en serie de
Taylor en el entorno del punto 2=0 partiendo de la relacién

X

e — iz
nfet VIFE) = | i

e indicar el intervalo de convergencia de. la serie oblenida.

2891. Desarrollar la funcién y'——-l'an_: en serie de Taylor
en el entorno del punto z =0 partiendo de la relacidn

X
- i-i—:c dr
In o j —
e indicar el intoervalo de convergencia de la serie oblenida.

2892. Desarrollar la funcién  y =1In [(1 + 2)"7] +
4 1o {(1 = 2)*~*] en serie de Taylor en el entorno del punto & = 0
e indicar el intervalo de convergencia de la serie obtenida.

2893. Desarrollar la funcién y = (1 + 2) e™ -~ (1 — z) e* en
serie de Taylor en el entorno del punto # = {0 e indicar el intervalo
de convergencia de la serie obtenida. Valiéndose del desarrollo hallar
la suma de la serie

1 3 "
wrE e tmEyw e
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§ 4. Algunas aplicaciones
de las series de Taylor

Célculo de valores aproxzimados de las funciones

2894. Calcular el valoy aproximado de /e tomando tres térmi-
nos del desarrollo de la funcién f (x) = ¢* en serie de Maclaurin, y
calcular el error.

2895, Caleular ¢l valor aproximado del sen 18° tomando tres
términos del desarrollo de la funcién f (z) = sen z en serie de Mac-
laurin, y calcular el error.

2896. Calcular el valor aproximado de /10 = 21,25 tomando
cuatro términos del desarrollo de la funcién f(z) = (1 + 2)™ en
serie de Maclanrin, y calcular el error.

En los ejereicios 2897—2904 calcular las expresiones que se dan
a continuacidn aplicando la formula de desarrollo de las funciones
€*, sen z, cos z en serie de Maclaurin.

97. ¢* con exactitud hasta 0,001,

2898. Ve con exactitud hasta 0,001,

2899. l coun exactitud hasta 0,0001.
2900. e con exactitud hasta 0,0001,

2901, sen 1° con exactitud hasta 0,0001.

2902, cos 1° con exactitud hasta 0,001.

2903. sen 10° con exactitud hasta 0,00001.

2904, cos 10° con exactitud hasta (,0001.

En los ejercicios 2905—2911 calcular las raices que se dan a con-
tinuacién con exactitud hasta 0,001, aplicando la férmula del de-
sarrollo de la funeién (1 4+ 2)™ en serie de Maclaurin.

2905, '30. 2906, #70. 2907. Y/500. 2908. '1,015.
2909. 950, 2910, ¥120. 2911, /1097.

En los ejércicios 29122914 caleular las expresiosies dadas apli-
cando. la férmula el desarrol]o de la funcién In. li en serie de

Maclaunrl L3
2912. In 3 con exactltuﬂ hasta 0 0001

29!3. lge_." i con e)g:actxtud:_l?asta 0,000001.
2914. 1g 5 con exactitud hasta 0,0001.
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Resolucién de ecuacionies

2945, Sea dada 13 ecnacib’ zyi s &5 =y ‘Aplmando ol-método
de coeficientes indefinidos hallar el desarrollo de1a funcién j en serie
de Taylor en’ potencias de z. Resolviendo el problema conviene ha-
Har los” coeficientes de ]a ser:e de Taylor efecbuando la derivacién
sucesiva.

2916. Sea dada la ecuaclon Y= : In {1 + x) — n:y Aphcando
al metodo de coeficientes. indefinidos. hallar el desarrollo de-la fun-
cién’ y en’'seriede Taylor ¢n potencids de z. Resolviendo el problema
conviene hallar los coeficientes de la serie de Taylm: efactuando 1a
derivacién - sucesiva,

En los ejercicios 2017 — 2919 resolver las ecuaciones. respecto a

y (esto es, hallar la expresién explicita de y) mediante la serie de
Taylor de dos maneras, es decir, aplicando el método de coeficientes
mdefm]dos y efectuando la derivacién Sucesiva.

2017, y® + 2y = 1 (hallar tres términos del desarrollo).

2918. 2sen x + sen y = z -y (hallar dos términos del desa-
rrollo)

2919, ¢® — &¥ = ay (hallar tres términos del desarrollo).

Integracion de las funciones

En los ejercicios 29202929 expresar las integrales en forma
de series valiéndose del desarrollo de los mtegrandos en series; indi-
car los campos de convergencia de las series obtenidas,

2920. | =22 da. 2921.} 2%z, 2922, | da.

2028 {San 2024 \ emdz, 29025, | AUEZ gy
0

0
X

dx x:‘f'.l""—g .
2926. §m 2927. §V1+z de.

x i
2928. S dz _ 2929, Sﬁ';::l-dx.
i}

1-mz®
i o

En los ejercicios 2930—2934 calcular los valores aproximados de
las integrales definidas tomando el niimero indicado de los términos
del desarrallo del integrando en serie; indicar el error.

T %
2030 { 2% gz (3 términos). 2981, | e~*d (3 términos)
5 0
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9932, é : 1..‘:& .{9_. términos). 2933. ujt‘sz (6 términos).
v

T
2934. 3 a3 arctg 2 dx (2 términos).
L1}

En los ejercicios 9035—2038 calcular las integrales con exactitud

hasta 0,001. i i
0,2
2935. j =5 da. 2936. \ 2L g
i Ed % w
0 ; [}
: : $ a'.b

2937. S avsonzde. 2088 | T
o

2939. Mostrar que en el intervalo (—0,1; 01) la funéién
x
; . 25
Se-w’da: se diferencia de la funcién arctgz—-l-n— no mds gue en
1]
1

,0000001.
2940. Tomando en cuenta la identidad

T 1 1
T=4nrctg + —arctg 537,

caleular nt coni 10 cifras exactas. -

2941. Dcsarrul]ar la funcién y=e* | e-*dz en serie de Taylor

a'---m

de dos maneras, esto es, calculando directamente las derivadas
sucesivas, para =0, y mul’c)plmando las series antre si.

2942+, Calcular la mtegral i FEdy,

¥
iy BB

2943. Calcular la mtegrnl j esen %y cop. exactitud hasta 0,0001.
o

T

']/ tos z dz con exactitud hasta 0,001,

2944. Caleular la mtegral

q=t..--;'s]':__i'
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Diversos problemas

2945. Calcular el-4rea, hgmt.ada por, la-linea y* = 2* 4- 14, el eje-
de ordenadas y la recta .z = 1/2, Gon exacntud hasta 0,001,

2946*. Calcular el frea del (‘Nalo 4yt = 1 con exactitud
hasta 0,01.

29&7 Caleular la longjtud de 1a llnea 25y = 4:&“ desde el pico
hasta el punto de mtersect;mn con_ p.parébola 5y =% :c” con exact:tud
hasta 0,0001. A

o 2948, Calcular la longltud de una semwnda de la sinusoide
y = sen x con exactitud hasta 0,001,

2949, La figura limitada por ]a linea y = arctg =, el eje de abs—
cisas ¥ la recta z = 1/2 gira alrededor del eje de abscisas, Caleular
el volumen del cuerpo de revolucién con exactitud hasta 0,001,

12050, La figura Jimitada por laslineas y*— 2° £ 1, 4y + 2 =0,
la recta y = 1/2 y el eje de ordenadas, gira a]rededor del eje de or-
denadas, Calcu]ar el volumen del cuerpo de revolucion con exactitud
hasta 0,001,

2951, Caleular con exactitud hasta 0,001 ]las cuordenndas del
centro de gravedad del arco de'la hipérbola y = 1/z, limitado por
los puntos cuyas abscisas son x, = 1?4 z,,= 1/2.

2952, Calculaf con exactitud hasta 0,01 las coordeniadas del cen-
tro de gravedad del trapecio mixtllmeo limitado por la linea y =

=(T ‘las rectas x = 1,5 yx =2 y el eje de abscisas.




Capitulo X

Funciones de varias
variables.
Calculo diferencial

§ 1. Funciones de varias variables

2953, Expresar el volumen z del cono en funcién de su generatriz
z.y la altura y. :

2954, Expresar el drea.§ del tridngulo en funcién de sus tres lados
&, Y 5 :

9955. Formar la. tabla de los valorves de la funcidén z = Qr —
— 3y <+ 1 dando a las variables independientes los fvalores desde 0
hasta 5 con intervalo de una unidad.

2056. Formar la tabla de los valores de la funcién z = /2% + #
dando a las variables independientes los valores desde O hasta 1 con
intervalo de 0,1. Caleular los valoves de la funcién con exactitud
hasta 0,01.

2957. Hallar los valores de las funciones:

1+v3 _1—V¥3,
2 t y'_ 2 1

1) z:_(zlrt:tgf‘=+sr)

2
s e | ) para x =
2) z==esn (1) para x=y=%:

3) z=y-iqavi-t para =2, y=2; z=1, y=2; 2=2,y=1.
2958, Sea dada la funeibn

@b — )P
Fz.p)= P {zyhp (=) ’

Hallar ¥ (a, 1/a). En particular, poner ¢ () = u®, ¢ (u) = u®
calcular F (a, 1/a). y
2959, Sea dada la funcién F (z, y) = y* — %:c"‘. Si z e y cam-

bian con la misma velocidad, {qué funcién crece con mds rapidez
(para z = 3, y = 2): la que se obtiene de F siendo fija y y cambiando
s6lo z, o la que se obtiene para z fija (cambiando sélo y)?
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2960 Soa dada la fungién
iz
q}(..": y, z):yz—{ycosz-i—zcos;;)m+x" L
Las variables yy z guardan:los. valores fuos deyey de 2o 'slendo yo =
= Bz, ¢Qué representa la*grafica de la funcion v = @ (z, Yo, 3o)?
il iBs 14 funcitntg LGN '--i} una func:éﬂ' raclonal de y? de z‘-" 2] una
funcibn-‘entera-‘de :r:"’ o :
2961*. La funcién z ==f T y) que satlsface Jdénticam_ _te fa
relacibn o
f (mz, ‘my) = m" f (.1:, i para cualqmer m

es llamada funcién homogénea dék-ésimo. orden. Mostrar que la
funcién homogénea de k-gsimo orden z = 7 (2, y) siempre puede ser
representada en forma z = 7"F ( Y J

2962, El cardcter homogéneo: de una funci6én de cualquier-niimero
de variables independientes puede ser determinado de manera analo-

gad la funcién de dos variables, por e;emplo, f (=, ¥, 2) es una’ fun-
cién homogénea de 'k~ésimo ordan si

f (mz,:my, mz)= m*f (z, y, 2) para cualquier m.

‘También tiene Iugar la propiedad:

f(‘rt I, z)=a;"F{%, ‘.':‘)_.- i
Demostrarla.
2063. Probar que la funcién z = F (z, y) = zy satisface la ecua-
cion diferencial
Flax--bu, ey +-dv) = acF (z, y)+beF (v, y)+adF (z, v)+bdF (u, v)
2964. Probar que la funcién z = F (z, y) lnzln y satisface
la ecnacién- diferencial
F (zy, ) =F (z, u)+F(x, v)-FF(w u}-f-F(yrv)
(z, y, u, v son positivas).
2965, Defunr z como 2funmén explicita de z e y ateniéndose
a Ja- ecuacion - ?-}——&--}———1 iSerfl esta Eunclon unfvoca? -
2966. Sea dada- la funcién compuesta z = u*, donde u = z +
“ ¥, v =z —y. Hallar el valor. de la funclon. 1) para z =0,
y=1;2paraz =1,y =1; 3) paraz =2, y = 3; 4Jparax—0
y=0;5) paraz=—1, y=—1.
2967, z= :;” iy us=w, v=wh w=Vziyp 1*2{x—y)

Expresar z dlmctamania on- forma da la. funeién de z e y. ¢Es z
una funcidn ragional de u y v, de w y.¢, de x e y? ;

140176
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2068, Sea dada la funcién compuesta z=u"4w™*, donde
u=z+4y, v=a—y, w=zy. Expresar z directamente en forma de
la funcion de z ¢ y.

. o9

2060, u= G- E=5i 0
=lIn(z2+y?+2%), e=2I1n(z+y-+3z). Expresar u directamente en
forma de la funcién de z, ¥ ¥ 2. ¢Es v una funci6n racional entera
de Ey.m,de 0 y @, de =, y, 2

2970, Presentar la funcién compuesta

__ (g 5
= (SE0Er) o

" o4 e
2

¥ w =

en forma de una ¢cadenar de dependencias compuesta de dos esla-
bones.

2971, Investigar la grafica de-la funecién z = —3- {a® — y®) apli-
cando el método de intersecciones. iQué representan las interseccio-
nes por los planos & = const, y = consl, 2 = const?

2972. Investigar la gréfica de la funcién z = zy aplicando el
método de intersecciones. §Qué representan las intersecciones por
los planos # = const, y = const, z = const? :

2973, Investigar la grafica de la funcién z =y* — o° aplicando
el método de intersecciones,

2974. Investigar la grifica de la funcibn

P =ax? 4 by*le >0, b=>0)

aplicando ¢l método de intersecciones.

§ 2. Propiedades mas elementales
de las funciones
Dominio: de..definicién

2975,-&1 dominiozeéstd- lifoifado ipor ‘el paralelogrambo deslatos

=0 G e 11;” z-Y ==-s{rx —4. La frontera del mismo se

elimina: Dar esté I ( ual 7 &
2976, El :dominio representa’la figira limitada por 1as pardholas
y=2x*y z = y® (incluyendo las-fromteras). Dar este ‘dominio por
desigualdades. )
9977; Escribir, en forma‘de desigualdadés, un -dominio abierto
-que-Tefirdténta; tringulo?buuilateroi~dé Tados ignales a @, uyo
vértice se halls sithado -eniel” origeii decogrdenadas. Uno - de®1os

dr ‘estedoifiinio-por:d Qifg aldades. _
1
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lados tiéne la misma. diteccién, que el semieje positivo Oz (el tridn-
gulo esti. situado. en el primer’ cuadrants). TRE L, B

2978. El dominio estd. limitado porin cilindro circular infinito
de radio R (eliminadas las: fronteras)-cuyo eje paralelo al“eje Oz
pasa por el punto (a, b, c). Dar este dominio mediante las desigual-
dades. ? . ¥ s e

2979 Escribir,ien forma’dé desigualdades,. el déminio .limitado
por 1d cesfera de-radio R cuyo centro se halla en el punto {(a, b, ¢)
(incluidas las fronteras). s ’ ’ e

2980. Los vértices de un tridngulo rectingulo'se hallan sitiados
dentro del circulo de radio R. El drea S del tridngulo es funcitn de
sus catetos ' e y1 8 = @(z,.y). ICull-es el dominio de deéfinicion
de la funcién § = ¢ (z, y)?

2081. La esfera de radio R lleva inscrita una pirdmide de base
rectangular cuyo vértice se proyecta ortogonalmente en el punto de
interseccion de las diagonales dela '
base. El volumen V de la pirdmide es
funcion de los lados z e .y de su base,
¢Serd esta funcion unfvoca? Présen-.
tar su forma analitica. Hallar el do-
minio de definicién de la funcién,

2982. Una ‘tabla cuadrada ofrece
la forma de cuadricula cuddruple, te-
niendo dos cuddros blancos y dos
negros, como lo muestra la fig. 57.
Cada uno de sus lados mide una uni-
dad de longitnd. Examinemos el rec-
tangulo cuyos lados z e y son ‘parale-
los a los de la tabla y uno de los dngu-
los coincide con el del cuadro negro.
El 4rea de la parte negra dél rectén- Fig: 57
gulo serd funcién de z e y. ¢Cuél ser§ ¥
su-“dominio: de definicion? . Presentar. su forma analitica, "

En los ejercicios 2983—3002 hallar los dominios de definicion
de las funciones que se-dan a continuacién.

2088. =)/ 1~ S~ L. 2084 o= 1n (e bt B).

=% - . i 3 F 3 i
2985, 2= m_ 2986. z=V:c—!—y+Vx—y.

987, z=—0t 4.1 . y—1
2087, z: V.m"-i- T n 2988, z = aresen —
2989, z=lnwgt 0 f 02090, ze Vx-.—-VE. -

2991. z=aresen ﬁi"—yz ~+ arcsec (22 y?).

14>
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oip. 1 VE=T 03, 5 ) EEEEE,
2?92. = ].n(i—-:z—-y‘} . . 29,93. Z== -F:—m.
2094, s=zy )/ 1o s +VFFP -,
2995. z=cign(z+y). 2996, z="/sen = (22 I y%).
. 2997, z=7V zseny. . . 2998, z=1lnx— Inseny.
02999, 'z =1In [z In (y —2)]. 3000. z=aresen [2y (1 +2%)—1].

BOOL.., 15555 b o i e,
e,

30025 u="1 R*— 22—yt 2? TR
v AR s

(BR>r).

Limite. Con'th}_riid{z&- de la funcin

- L 1 i I, » -
‘En-los ejercicios 3003—3008 calcular los limites de las funciones
gue:se;dan a continuacibn, estimando que las variables independien-
n;: de manera arbitraria, a sus valores limites.

o e 224 g2 O X X e O
i /:-*'-»il..T—_‘—_. g 5, 5 = 4T . - 3004. }:I-ZE - e
! . o P . o
: i . d—cos(z24y?)
19 3%6- Eﬂ W
R =0 :
" e .
3007, Mim Sg—-- 3008. lim (1 4 22%®)” =,
.m0 2ty : ﬁs—-g
’ ITo

y=0

8009, ‘Mostrar que la funcién u = :ti‘: para z—-0, y—0, puede

tender a cualquier limite (dependiendo de cbmo tienden a-cero

z e y). ‘Dar'éjeinplos: que muektren. ‘tales wariaciones de ' e y para
que:-a) Timvu =44 byilimy =229 ° °! o 4

3010. Hallar los puntosy: dediscontinuidad: de la  funcién

4Qué_ variaciones sufre la funcin en el entorno del
punto de discontinuidad?’ A e :
301t.* Hallar  los . puntos de discontinuidad de la funcidn
#7 Sttty _ o -
3042. ¢En qué parte es ‘discontinua la funcién Z== ?—'1:3'?

2
Bﬂm.

3013 Ei -ciué".\'péi:ﬂe- es’ discontinua la funcién -z= T;e-ni"ﬁ"]'

1
+sam
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30!4. éEn qué’ part.e esl.'dwcontmua la funclﬁn = v;tz:?
3015, Prolmr sl s contmua 1a fuuclén para £=0; y.=0:

1 #z 9= ?r;r O, 0>-=0-'
8 o v) =g 1{0,0}7 '
3) f(a. y}——,,%,-, - 10, 0)=0.
4) flo, =gt (0, 0y=0.
5) e Dot 10,0=0.
0 1l 9= —":r. £00,0)=0.

| Lineas y superficies de nivel

3016. Sea dada la funcién z = flz, y) = :z_lf. > . Construir las

lineas de nivel de esta funcién para z==1, 2, 3, 4

3017. La funcién z = f (z, ) estd dada de la manera siguiente:
en el punto P (z, y) su valor es igual al dhgulo con que se ve desde
este punto un segmento AB dado emel plano Ozy. Hallar las lineas
de nivel de la funcién f (x, ¥).

En los ejercicios 3018—3021 trazar las lineas de nivel de las
funciones gue se’'dan a ¢ontinuacién:déndo a z los valores'desde —5
hasta ‘'~ 5 con intervalo ignal a una unidad.

3018. z=ay. 3019 &= :c"y+:c
3020. z=y (a3 4+1). 3021, z=2LTL,
3022, Construir las - Lineas -de mvel. ide la funcién 2z = (z*

+ v — 2 (2® — y®) dando a z los ‘valores desde —1 hasta % con

intervalo igual a -

3023. Gonstrulr las ‘lmeas de nwal de la funmén z dadd 1mph-
oitamente jpoy; Ia eouacish” (2 )71l 574421 = () e+ 38k 71
dando a z los valoresidesde-—4 lhastd. 4. con interxalo igual a-1.:

3024. ConstruirTas lnbas de nivel -de Tla: funcién:z dada implici-
tamente por 1& ecuacion® y?'= 2% (@ =+ z)-dando a.zlos valores des-
de —3 hasta 3 con intervalo igual a 1.

3025. Hallar las lineas de nivel de la funcién z dada implicita-
mente por la ecuacién z -+ x lnz 4+ y = 0.
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3026. En el espacio viene dado el punte A. La distancia que
media entre el punto vaciable M y el punto A es funcién de 1as coor-
denadas del punto M. Hallar las superficies :de nivel de esta fuficién
las cuales correspondan a las distancias iguales a 1, 2, 3, 4.

3027. La funcién u = f (2, y, z) esta dada de lasmoanera sig-uiente:
en el punto P (z, y, 2} su valor es igual a la suma de las distancias

que median entre el punto mencmnado y dos puntos dados: 4 (zy,
Y 1)y B (%4 Yoo Zo). Indicar lag superficies de nivel de la funcion
£ =z, y, 2).
3028. Hallar las superficies de nivel de la funcién
14+ V2R
w=In ;
t—Va@+2+a

3029. Hallar las superficies de nivel de la fancidn, :ig-ﬁ;fi'*"yx o

3030 _Hallar las superficies de nivel. deyla funcp\on‘
1) u= 52"*3:;- 2) u__tg(x’--}-y n:_--2zzj, e
3084. La fig. 58 muestra las: lineas. ‘de n

2 f (z, ). Construir Ja. grifica:de la:funcién
- AY, 2= f(x, 0% . 2 z=f(.r, 4)sn 3) zi=Fi(1i
4) s=H(—5,0)i, . 5) 3= (z, 32)i. B) 512,99

ivel'dola funcisn




§ 3, Derivadas:y, diferenciales de-las funcionos R

§ 3. Derivadas y diférenciales
de las funciones de varias
variables

Derivadas parciales

3032, E! volumen dé gas v es funci6i de su temperaiura y presién:
v=7F(p, I). El coeficientp medio de la _expansién.del. gag, a la
presién constante y al cambio de la temperatura desde T hasta T,

i R A O D O
se traduce por la expresién meQuéas lo. que pqc_lmamos
denominar el coeficiente de expansién, a la presién conslante y a la
temperatura dada T,? _ L .

3033. La temperatura en un punte 4 dado ds la“barra O es fun-
cién de 1a: dbscisa x del punto: 4 y el tiempo 73 6 == f (2, t). iCudl
serfa la interpretacién fisica de las derivadas:parciales R -%?

3034. El drea § dél rectdngulo se expresa por la férmula § = b,
donde b es 1a base y h,. la altura. Hallar g-—; ’ %i; y dar interpretacién
geomértica de los rasulf,ados obtenidos.

3035. Sean dadas dos funciones: u=7a¥—22 (a es constante)

y 1=V F—25. Hallar % y -g. Comparar los resultados.

En los ejercicios 3036—3084 hallar li_as- derivadas parciales de
las funciones gue se dan a continuacién respecto a cada una de las
variables independientes (2, y, z, u, v, ¢, ¢ ¥ 1Ji son variables):

3036, z=z—y. - 3037, z=2a'y—ylx.
3038, 0=aze™ 4 bt (a, b son constantes).
. . 113 [} 3. 3
3039, =242, 3040. 5= 5EL,
3041, z=(Ba?y—y* 7% 3042, z=_w’§+,—v’:’f.
+ ' "
3043, z=In{z+VZFF+ 7). 3044, z=arclg =
3045. zo=—t . 3046, 7=z,
arl:.lag-g;.
. g 3 _
8047. z=1In (2?4 42). =l YR
] .2. D._( -{-y} SMS _z‘. lnm?;.
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, 3077,
'3078.

3049.

3051.
3053.

3055,

3057,
3059.
3061.
'3062.
3063..

3064.
3066,

- 3067.
3069.
3070.

3071.
3073.

3074,

3075,

3079, |

3080.
3082.
3084.

-u. (senx}"’" 3083. u=1In

o e ]/az-a-yz E i -
Z = aresen Ve 3050. z=Intg 7

3052, z=In(z+1Iny)

1= arotg —— "+w 3054. z=sen %cos—i—.
¥

i=(g)" 3056, z=(1+zy)¥.

z=ayln (z--1). 3058, z=2z%,

u == zyz. ) 3060. u=zy+yz+zz.

U= V_:c‘-{'—?'-'-{-zi.

u=24-pt -3y —a+z

w =Yz +ymw + 2w+ vzy.

1 grelatibytist), b 3065, u=sen (z%~y24-2%).

u=In(z-+y+3).
uzzi}'.‘ 3068, w=2z"",
F(, gy=az4y— ]/F-]-_yz el el punto (8, 4).
zzlp {x j—__-;—x) en” el' ‘punto (1, NeE .
z= (2 + y)¥. 3072 z=(t{+log, )
z2==gyeen ™, '

1—V @52
=) Tyarn

iy ) g l—]/':y
z=arctg)/ 2", 3076 2 2 T VW ¢

s=ln [z + v+ V + @+ y )l

_z....]/i = -"H') +stt::su=m”'|'ilr

z-arctg (arctg )

u=t-m§ . sy 3081 u:aarctg(z—y)

1._],/32_1_5.-24

%

1+ VT

..53.

L (e 0 G0) + I cos {28y o — 2y,
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g SORO—2). gy (HOEY
3085."u = 2Pl Hallar (N)WE.
vert

!

3086. 'f.s:::!i/’:'aé"-;bt“. Halla Sy %:— _ﬁaxa z3=b, t=e.

! | ZCOBY—YCOBT  yron. B .o
3087._ Z= m. Hallalr '3.1: ¥ 3y para Z ——y-r o
3088. u =1 sen?z-}-sen®y -+ sen?z: Hallar (%

5) w0
yel).
1]

we vt x#-;
3089, u=In(1z+y%42%). Hallar i +uy4u, para z=y==

=z=1.

’_ﬁ_;__'ﬂ.
[ [
3090. f(z, y) =2y —y*z. Hallar (:Téf!‘) 5
Bz =,
3 T =z
s z POk
3091. ¢Qué dngulo forma la tangente a la:linea.i.” - ,4& en
: ) y:é > 0
el punto (2, 4, 5} con la direccién positiva del ejei de abscisas?
e 212
3092. éQué angulo forma la tangente a la linea {:_]1/_:1 +z .-.I-y
en el punto (1, 1, ¥/'3) con 1a direccién positiva del eje de:ordenadas?
3093., ¢Qué dngulo se forma al cortarse las lineas glanas engen-

dradas por la interseccién de las super:ficies z=g2- L&' y z='i';i%
por el plano y=2?

Diferenciales.” Caleulos aprozimados

"'En- los ejercicios 3094—3097 hallar las diferenciales parciales
de las funciones que se dan a continuaci6n, respecto -a cada una de’
las ‘variables independientes.

3094, z = 2 — 3yt 2,

3095, 2=V 2+
i zy
3096, z= z\T-“-HE'

3097, %= In (284 2> —19).
3098. 2=z 7% Hallar dyz para x=2, y=>5, Ay=0,01.

3099. z=) Inzy. Ha‘llﬁri'-"dxz:';paré,'.:.f’=L1, y=1,2, Az=0,016.
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3100. u=p—q—;+}f_p+g+r. Hallar dpu pava p=1, g=3,
r=5, Ap=0,04, ;

En los ejercicios 3101—3109 hallar las diferenciales totales de
las funciones que se dian a-.continuacién.

3101, 5==a%yt— %24 24yE ¢ 3102, z=»%—ln-(:ﬁ_+ &)
3103. z:iﬂ. 8104, 3=arcsen -, -

_— 4y
3105. z=son (zy). 3106. z=arclge——=.

3107. z—ﬁ 3108, z==arctg (zy). 3109. u=z"".

* Aplicacionss a los cdlculos

31!0 Hallar el valor de la diferencial total de la funcién z =
=z4y—VaE+ y® para z =28, y =4, Az =01, Ay =0,2.

31111. Hallar el valor de'la dlferencm'l “total de la funcién z = &¥
para ¢ =1, y =1, Az = 0,45, Ay = 0,1

3112. Hallar el wvalor de la diferencial total de la funcitn

z=i_f§-£ pata z=2, y=1, Az=0,04, Ay=0,03

3113. Calcular aproximadamente la wvariacién de la funcién
:z»-”ig: al variar z desde z,=2 hasta zz-2 5 e 7 desde y;né
hasta y,=3,5. .

3114. Caleular aproximadamente ln(Vi,_03+ V 0,98 -1).

3115. Calcular aproximadamente 1,04202,

3116. Hallar la longitud del segmento de Ia recltaz =2, y=3
comprendido antnq la superfmle 2= .1:"‘ Ry osuw plano &angonta
en el runto (1, £,.2).

El cuerpo ha sido. pesado en el aire; (4, i * 0 1 gf) n: el
agua (1,8 = 0,2 gf). Hallar el peso: eSpamilco del cuerpo e, ndicar
€l error del czi}.culo ;

3118. El radio de la base del cono mide 10,2 #=-01 crs, Ia ‘gene-
ratriz mide 44,6 =& 0,1 cm. Hallar el volumen del cono e mdlcar el
error del célculo : »

3119, Para calcular el drea S del tridngulo por su lado .y los
4ngulos B, C se usa la formula

S 3 sen'B sen ©
T2 sen (BFC)°



§ 4:;Derivacion de.las-funciones - 219

_Hallar el error relativo §g para calcular § si los errores relatives al
" ealeular 108 elementos mencionados son 8., 85, B¢, respectivamente,
3120. Un lado del -tridngulo mide 2,4 m y aumenta.con la velo-
cidad de 10 cmis. El segundo lado mide 1,5 in-y disminuye con la
velocidad de 5 em/s. El 4ngulo formado por estos dos lados mide
60° y aumenta. con da-velocidad de 2°-al segundo: (Como.vsiia el
&rea del tridngulo.y con qué velocidad? .

3121, Los radios de las bases de unicono truncado mideniR =
= 30 ¢cm, r = 20 cm, la altura % '= 40 em. {Cémo variaria el volu-
men del cono si aumentasénos R en 3 mm; r, én 4 mm, k, en 2 mm?

3122. Mostrar que para calcular el periodo T de la oscilacién
del péndulo, determinado por lafférmula

T=n'|/“§ .

(siendo I su longitud y g la aceleracién de la gravedad) el error rela-
tivo es igual a la semisuma de los errorés relativos cometidos al cal-
cular los valores de ! ¥ g (todos los errores son supuestos bastante
pequeiios).

Fig. 59
8123. La fig. 59 muestra el arco AB de una circunferencia,
Expresar el error al caleular el radio r dé dicho arco tomando en con-

sideraci6n la cuerda 2s y la flecha p por los errores ds y dp. Calcular
dr para 2s = 19,45 em + 0,5 mm, p = 3,62 em =+ 0,3 mm.

§ 4. Derivacién de las funciones

Funcién compiesia

3124, u=¢*%, donde x=sent, y="=3, -%5:—=?
o ¢ du
3125. u=z2+ -2y, z=sent, y=¢, .T:'S__?

3126. z=arcsen (z—y), z=23t, y=~4l -:%=?
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27, 2=y — P, donde z=ucosv, y=riusenv; —=-? -a—==?

328, z=atlny, o =3, =Su—2; ‘::— Z_
3129. u::ln (e™ +e“], -? Hallar siy=a%

3130. z=arctg (zy); hallar E si y=‘e". |
i £ n

I

8131, u=arcsenZ, donde 1=V FF1; =2

3132, 2=1g (3t 422 —y), =1, y=V7; S =7

3133. um%f’;—“ y=asens, z=Cc08I; %z
3134 2yarctgl’xy+.:+y] dz=17
i =ty

x24y2 .
3135. z=(2*}-y2) e = ; E__"D 737_? dg=1?

» __ as
3136. z=f(2®— 12, &%); ? T —=1

3137. Mostrar que la funcién z—acct’g 5-, donde z=u-+v,

y=u-v, satisface la relacion —-1- TR u::-_r_:?

3138. Mostrar que la funcién z=g (22+4?), donde @(u) es
k [

una funcién derivable, satisface la relacién y-f---:c %:0.

3139, u = senz+ F (sen y—sen x); mostrar . que, %';,T cos z -t

+-—- cosy=cos z cos y. qualqmera gue sea la funcmn denvahla F‘

¥ 1 8z 1 oz  §
=iy yz)' mostrar gue ;—-—{- TP cualquwra

funcién. Mexivable | wabf N
3141. Mostrar que la funcién derivable homogenaa de orden
cero z=F( ) {véase al ejercicio : 2961) “ satisface la ‘relaci6n

gz g ;
sty =0 wovu 3y vy

3142, Mostrar qua Jda, funcion Lhomogenea dg k—eslmu .orden

u= x"F( i), donda Fes una funcién deriva’ble sauslace la

relacién z-2% +y ay_i"zi'?aT=‘l‘“' R PR NIE L S L 5 P
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3143. Comprabarula proposwwn ~del. a;ermcm 3142 para la
funcién u~~‘c"s¢an-—"~}zL

3144, Sea™dada la funcién derwable f (&,7y).- Demostrar-que si
sustituimos las variables z, y por las funciones lineales homogéneas
de X, Y, la funcién obtenida £ X+ Y) estard unida con' la’funcién
dada por la relacmn - : val

v Ty sahE el

3

—x o 6‘}" }. ' aF

x«a;-l—? + EY'

Funciones dadas smplfcita y parametrwamn:e

En los ejercicios 3145— 3155 hallar la derwada ﬂ de Ias funcw-
nes dadas implicitamente,

3145. a%y—yir =at. 3146, 2yt i,

3147, zeVL yei—e™= (. 3!48:. (:::2-1- ¥R a? (a2 —y?) = 0.
3(_49. sen (zy) — e — a2y ==0. 3150. :a:; e y%"—a a.%.

3151. zy—Iny=a. 3152. arotg Yo

3153, ya?=¢". 3154. ye +e? =0,

3155, yF=aV.

3156, F (2, y) = F (y, z). Mostrar que la derivada de y respecto
a z puede ir expresada mediante una fraceién cuyo numerador se
obtiene del denominador permutando las letras y y .

357, 23 + 42 — 4o — 10y + 4 = 0. Hallar 2L para z =6,
y = 2yz = 6, y = 8. Dar interpretacién geométirica de los resulta-
dos obtenidos.

3158. 2%y + ay® — aa®y® = a®. Hallar :—: para z = Y = a.
3159, Demostrar que de z%y® 4+ 2® -+ y* — 1 = 0 se deduce:
. O G
Viea T Vi—g

3160. Demostrar que de a4+ b{z + y) +cazy =m(z — y) se
deduce:

iz
mmma‘-

Btk oy & LA
8161, b+ S=t; =t 2
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e u a,_
B162. & — 2P —bok 2—5=0;  Z—p Z_o
8163. B Bzpp =0t L2 %«:?

e az i o
3164, & —ayz=0; = =7 a—y——?

3165. Mostrar que cualquiera que sea la funcién derivable e,
de la relacién ¢ (ex — az, ey — bz) = 0 se deduce:

8z dz
E bE - L.

3166. F(z, y, z) =0. Demostrar que

a2 fz ay:”_

3167. Hallar la diferanmal total de la funcién z, definida por la
ecuacién cos?r -- cos?y 4 coslz = 1.

3168, La funcién z viene dada paramétricamente: x = u 4+ v,

=u-—v 3=uu Expresar z como funcién explicita de x e y.

3169 z=u+ v y=u=? z=u®41° Expresar z como
funcién explicita de = e y.

8170, x =ucosv, ¥ = usen v, z = kv. Expresar z como funcién
explicita de z e Y-

En los ejercicios 3171—3175 expresar dz a través de =z, y, z, dr
y dy de las funciénes dadas en forma paraméirica.

3471. xz"”':”z, p= 22 e,

3172. z=V a(senu--cosv), y=Va(cosu—senv), z=1-
“Yesen (w—uv). J

3173, z=u+tv, y=u—v, z=ul?

8174, :r_ucnsv, y_usenv, z=u?

3175, a:--ucoa t— 1 C0S u+sen U, Y =0v'sen i —usen u—cosy,
z=(u—v)2 : :

3176. -e'“c'osv. y-—e senv z—uv Expresar dz medmnte u,
._-“J| dz- ¥ dy ; 'z: PANC LSS .

3177. Las relaciones u = § {x, y) v = F (2, y), donde f y'F $on
funciones derivables de z ey, determman,x é J como funciones deri-
vables de u y v. Demostrar que. 7

(o5 Sy deil 5 @)
dr oy Oy or) \ou @  ov ou T
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3178, u y v son funciones déz, y, z que satisfacen lag relaciones

w = 3z — 2y + z, V* =2+t 2 Mostrar jque ;
au du du
TtV gts =0

3179, Sean y=f{z, &), £ (% ¥, t)=0. Comprobar que

of GF _ df OF

dy;Eas—a:E
3 OfLOF ., OF
o oy ¥ ot

3180. Sean § (%, y, z) =0. Comprobar que
af 8F aF l]‘
dy 0z 8z 0% ot

dr - afF aF _oF 8] "

§ 5. Derivacién sucesiva

3181, z= 3"+ ayt~Hay® 4-y®. Mostrar que "a—f;F= aiz;z .
— »' Most gty s
3182. z==2. Mostrar que - =7
e " : a2z 0%
3183. z=¢"(cos y--z seny). Mostrar que —-— = o
¥, g% s
3184, z=arctg — Mostrar e 5757 = T
i 82z 82z Pz
En los ejercicios 3185 — 3192 hallar ——, s ¥ T de

funciones que se dan a continuacién.

8185, s= 5 V@FVP. 386 z=In(@+VZTP).

3187, z=arotg 221, 3188. 7 — sen? (az- by).
e ok P .x'_y
3189. z=e9", 319.(]._': =T
3191, z=y"%, 3192. z==arcsen (zy).
- Lt ® e T f
3193. u =V ¥+ y*+7*— a3 ﬂ‘f’;z =
2, s
._.3]94. .g=-e“"-'_-, 'Zazz_ay‘-‘? .

8195, s=In P48 . goa !

las
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3196, z=senay; ?%:
3197, w=¢"V; ’ af%%:
3198. v=2z"y"s"; Ejj‘ﬁﬁ
3199, z=1In(e"+¢¥);’  mostrar que g—i+;+;= y que
%%_(; af;y ]220'
3200. u =¢* {xcasy—-ysen-y} Mostrar que — w e 2;: =0,
3201, V— : ' mostrar que —wa- 3:; =0,
. 3202, u= Vj:l'_ﬁ. mostrar ‘qule + ayz —a;z—zzﬂ,
8203. r=V FF P25 mostrar que
B G geel, SB0ol sl

3204. ¢ Para qué valor de la constante a la. funcién v = z3--

2 gati VL AN
+azy? satisface la ecuacién ——- F =
o ¥ = &2z g 0%
3205. 2= e ) Wostrar que o =a W
3206. v= 1y+-§;i—z+-d—g; mostrar que

s | % % *y
'a?z’+ ay5+ [25] +2 (v:éy T fz 8z P 8z x ) il

3207. z=f(z, v), E=2+1y, -qs;za:—y Comprobar que

o2 o
o Sk i, R ay= T "
8208, v=r:..'1n (x-{-:)—r, donda r“’=:»:’*+y‘l Mostrar que
e ' -
azz 6y’3 z4rt . e
3209. I-Iallar ].a expresxén para la sagunds. derwada ' rIx —= de la
funmén y dada 1mphl:1tamente por 1a ec‘uacmn H-‘v' y)— ‘ ’
3210, y= @ (z~at) - (x+at). Mostrar que W—a’ g:; Gu.aies-

quieéra que sean las funcion'es..q_) 'y 1 derivables do§ veces:” -
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8214, u= (&)+V(y)+(—y) V' (y): Comprobar-que
(=) =

(9 ¥y ¢ son las funciones derivables dos veée‘s).__
' THE e o Tret AT e
3212, z=yop (22— y*) .Comprobar que =% +T7ﬁ;"y* (ip o8’
la funcion derivable).
3213, r=2¢ (z4y)+yp(@4y). Mostrar que

#r o P o2r
=2y FaE =0

(9 y 4 son funciones derivables dos veces).
3214. &=%[q>(a;r:+y]+1|:(ﬂé—y']]. Mostrar que
#u et 8 ( 2'63)

i il Ul

3215, u=%{tp{z—y)+1p(x+y)]. Mostrar que

@ o du\ ,0%
-a? (.'-‘. 31—) = I -a-a:‘—
8216. 1 = ze¥ - ye*. Mostrar que
u B i #u
M O e P
W= e TV ey
3217, w=e""*, Mostrar que ‘

83u G2y du
Troy s = U Gy T2 g

3218, u=1In ”‘:ﬂyz _ Mostear que

&u %u #u 3Bu 1 1
wtarg w2 E—=)

En los cjorcicios 3219—3224 hallar las diferenciales de segundo
orden de las funciones que se dan a continuacion.

3219. z=ay®—aly. 3220. z=1n(z—y).
(]

3221. z=m. 3222, z=zsen=y_.

3223. z=1¢"V, : 3224, u=azyz.

3225. c=gen (2x+y). Hallar @2 en los puntes (0, a);
('_'_T':_s -_f:) .

15—0178
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3226. u=sen(z+4y-+12); du="
7 2 2 22 .
3227. -fl-+~ﬁ+—c€-=1; diz=7?
3228, zg—3ayz=ad; dfz=?
3229, 322y + 2%y — 222® - Azy® — 4 = (. Hallar d% en el
punto {2, 1, 2).
Cambio de variables

3230, Transformar la expresién diferencial

AL Lol yy,

poniendo z = 1/t.
3231. Transformar la expresion diferencial

‘Izy" o 4"‘Z:y" "l" Y,
poniendo z = €.
3232. Transformar la expresién diferencial
o2 d
(1—.?:2)-3%;-:.': -Ey+a,y‘
poniendo x = sen £. .
3938, Transformar la expresién diferencial - -+ y towando y

como variable independiente y x, como su funcién.

3234, Transformar la expresién y'y" — 3y"* tomando y como
variable independiente,

3235, Transformar la expresién yy” — 2 (4 + ¥'%) a la nueva
funcion v, poniendo y = -i- .

3236, Transformar la ceuacion

gy sy
dz z—y

a las coordenadas ]J_Oliires que: estén relacionadas con las férmulas
cartesianas x = f} ©OS @, Y = p:Sen @.

3237. Transformar la expresién k= v 3. a lag coordena-
i ) ' (14522
das polares p, 9.
3238, La funcién & dependo d z, y. En la expresibn y=-—
'—'f%.
ayuda de lag férmulas z=wu cosv, y==usenv.

efectuar el cambio de las variables independientes’ con
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3239. Transformar el operador de Laplace ‘?_;%‘4“"%?3" a las
coordenadas polares. '

'3240. Transformar la expr_esién'-%-{—;;:}-]- kz a las coordena-
das’ polares considerindor que -z =2 (p), depende solamente de p y
no depende de o,

3241, En lla expres:i'én %-!—2-?%—}-% cambiat las variables
x e 'y 'por las variables u. y v, y la funcién z, por la variable w,

considerando que estas: variables estdn unidas por las relaciones

g1

udn gy [T
z p3

y 2= Z —i'.l"}.



Capitulo- XI

Apliqac_ign(_es del céleulp
diferencial de las funciones
de varias variables

§ 1. Férmula de Taylor.
Extremos de las funciones
de varias variables

Firmula de Taylor

3242, f(z, y)=2a%+42y°—zy; desarrolar la funcién  f(z+h, -
y+4k) en potencias de h y k.

3243, f(z, y)=2*+y*—6zy— B39z 418y +4; hallar el inere-
mento que recibe al pasar las variables independientes de los va-
lores =5, y="6 a los valores 2=5-4h, y="6-k

3264, 1 (2, §) = 20—yt 4 D204 By — 4

hallar el incremento que recibe la funcion al pasar las variables inde-
pendientes de los valores z =1, y = 2 a los valores z = 1 + A,
y = 2 + k. Calcular f(1,02; 2,03) limitandose a log términos de 2°
orden inelusive.

3245. f (2, y. 2) = Az? 4 By* + Cz* 4 Day <+ Eyz + Faz; de-
sarrollar f (z +4- &, ¥ + %, 2z + 1) en potencias de £, k, i..

3246. Desarrollar z=senzseny en potencias de (x—-%) y
(y'—%). Hallar los términos de primero y segundo Grdenes y
R, (término complementario de segundo orden).

3247. Desarrollar la funcién z =: z? en potencias de (z — 1),
(y — 1) hallando los términos hasta el tercer orden inclusive. Aplicar
el resultado obtenido para caleilar (isin recurrir a las tablast) 4,47 2.

3248. f (z, y) = e~ son y; desarrollar f (z 4 h, y -+ k) en potencias
de h vk, limitdndose a 1os términos de segundo orden respecto a hyk.
Aplicar el resultado para calcular ! sen 0,49
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3249 Hallar vamos pnmeros términos de desarrollo de la fun-
¢ibén ¢* sen y en serie dr Taylor en el entorno del punto (0, 0).
3250. Hallar varios }-4T0€L03 términos de desarrollo de la fun-
cién e* In (1 + y) en serie de Taylor en el entorno del punto (0, 0).
En los ejercicios 32513256 desarrollar las funcienes que se dan
a continuacién en serie de Taylor para.zy, = 0, ys = 0.
1

3251. z= —m 3252. Z= arctg
8253, z=In(1—2)1n (1 —=y). 3254. z=1In’ 1_1“—7{":’”,
3255, g=sen (¢ +y?). 3956, z=¢%cosy.

3257. Hallar varios primeros términos de desarrollo en poten-
cias de # — 1, y — 1 de la funcién z dada implicitamente por la
ecuacién %

2+ yz - a2yt — 2 =0.
La funcién dada es igual a 1 cuando z =1, y = 1.
3258. Obtener la férmula aproximada

COS & 2
i 1 (:: v?)

para los valores suficientemente pequefios de {z |, |y |

Eziremos
En los ejercicios 3259—3267 hallar los puntos eswcmnanos de
las funciones que se dan a continuacién.

32539, z= 2%zt St o ph
3260. z=e* (z+ 12+ 2p)-
3261. z=zxy(a—z—y).
3262. z=1{2azx—2%) (2by—p?). .
8263, 2= sen z-f-sen y +cos (z +) (0 <e<4n 0 Vs %:—)
3264, z=SEl2tl

Vit
3265. z=y YV 1+z+2VT+y.
3266, u =224 Y} 22— 2y — 22. -
3267, u=3Ilnz42lny+5lnz4:1In (22— z—y—1).
3268, La fig. 60 muestra las Iineas de nivel de la funcién z =

= f(z, y). ¢Qué particularidades ofrece la funcién en los puntos 4,
B, C, D yen la linea EF?
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3269. La funcién z viene dada en forma implicita: 22® + 2y° +
- z2 4 8zz — z -+ 8 = 0. Hallar sus puntos estacionarios,

Fig. 60

3270. La funci6n z viene dada en forma implicita: 52* - 5y +
= 528 — 2zy — 22z — 2yz — 72 = 0. Hallar sus puntos estaciona-

3271. Hallar los puntos eéxtremos de la “funcién z = 2zy —
— 32® — 222 4 10. i

3?72. Hallar los puntos extremos de la funcién z = 4(z — ) —
— a2 — gyt

3273. Hallar 1os puntos extremos de la funcién z = 2% 4 2y -
+yr+z—y+1

3274. Mostrar que la funciébn z=az2+4-zy+y® +--ii+%?> © tiene

a

minimo en el pu.nto F R 7 .

3275. Mostrar quée la funcién z = &t + yb— 22 ~day — 2
tiene minimo, cuando z = V2, y = ¥ 2 RE = VZy=—=Y2

3276. Mostrar-que la func:ﬁn =2ty = ny — 39z + i8y +
+ 20 tiene minimo, cuando z'= 5, ¥ =6.

3277. Hallar los puntos estacionarios de la funcién z = z’y (12 —-
— & — y) que satisfagan la condlclén z.> 0 y=>0 y anallzar su

cardcter,

3278. Hallar los puntos estac:onarms de: la funclon = x’ -i~
-+ y* — 3zy y analizar su caracter. -
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Valores mdximos y minimos

3279. Hallar los valores mé&ximo y minimo de la funcién z =
= %2 — y? en ol cireulo 2?4+ Y2 L 4. E
. 3280. Hallar los valores maximo y minimo de la-funcién z =
= 2 + 22y — 4z 4 8y en iectdngulo limitado por las rectas

z=0,y=0, =1, y=2

3281, Hallar el valér miximo d6 la funcién z = #%y (4 — z — )
“en el tridngulo limitado por las rectas.z =0, y =0, .+ y = 6.
3282, Hallar los valores maximo ¥ minimo de la funcién

2= e~*-¥ (222 4- 3%

en el eirculo 2 + y*<g4.

3283. Hallar los valores méximo y minimo de la funcién z =
= senz 4 seny -+ sen (z - y) en el rectingulo OCo<Cal2;
Oy n/2.

3984, Desarrollar el niimero positivo & en tres sumandos posi-
tivos de modo que el producto de éstos tenga el valor méximo.

3285: Representar el nGmero positivo a en forma de producte
de cuatro factores positivos cuya-suma sea la menor posible.

3286. En el plano Ozy hallar el punto tal que la suma de los
cundrados de distancias que medien entre las tres rectas z == 0,
y =0, z+ 2y — 16 = 0 y el punto buscado sea la menor posible.

8287, Trazar un plano de modo que pase por el punto (2, b, ¢)
v que-el volumen del tetraedro recortado por dicho plano del triedro
coordenado ses el menor posible,

. 3288. Sean dados n puntos: Ay (s, Yns 21)s -+« «s An (Zas Yno Za)
En el plano Ozy hallar el punto tal que la suma de los cuadrados de
distancias que medien entre todos los puntos dados y el punto bus--
cado, sea la menor posible.

3289, Sean dados, tres puntos A (0, 0, 12), B(0, 0, 4 ¥y
C (8, 0, 8). En el plano Ozy hallar un punto D tal que la esfera
que pase por estos tres puntos tenga el menor radio posible.

3290, Inscribir en la esfera dada de diamectro 2R un paralelepi-
pedo rectangular que tenga el mayor volumen posible.

Eztremos condicionados
En los ejercicios 3201 —3296 analizar si las funciones que se dan
a continuacién tienen ‘extremos.
3201, z=2" 1y (m>1) para 24+y=2 (2220, y >0\
3292, z=uxy para z*4y*=2d%"
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T

s 1 1 ; 1 1 1
3293. z=-$_-+? para _‘;-;_F:q:i‘

3294, z=acos?z+beosty para y—:r:.%.

- 1 i 1
3295, u=z+y+s para -;t—-f-?-}--?=.l.

.1) z+y+2=>5,
3296, u=ayz para { % 2 legpebapm—i)
3297*. Demostrar que la signiente relacién es valida
ot it ... el >(.z.+xz+---“+xn )'3_
. n

n S

8298. f(z, y) = 2® — Bzi® + 18y, siendo 3z — y* — 6z = 0,
Demostrar que la funcién f (z, %) aléanza su extremo en los puntos

3299, Hallar el minimo de la funcién u == az®4- by® -+ c22,
donde @, b, ¢ son-constantes positivas y x, y, z estén unidas por la
relacion z + y ~z.==1, : : 9

3300. Hallar los valores mdximo y minimo de la funcién u =
= P e 4g® — Lyz — 22z — Qzyopara 2t - 30 4= Bz = 1,

*3301. En el plano 3z — 2z = 0 hallar el punto tal que la suma
dé los cuadrados de las distancias que medien entre dicho punto
. ¥ los puntos 4 (1,7 1,-1) y B (2; 3, 4) sea la -menor posible. :

3302. En el plano. z + y.— 2z = 0 Hhallar el punto tal que la
&tma ‘do los cuadrados de las distancias qué medien entre dicho
punto y los planos ¥ 4-:3z = 6.8 y + 35 = 2 sea la menor posible.

~3303. Sean dadoslos-puntos 4 (4, 0, 4), B.(4, 4, 4); € {4, 4, 0).
En-la superficie de‘la. esfert a® 432+ z% = & hallar el. punto §
tal que el volumen de la pirdmidé SABC sea::a)'el mayor posible,
+h)sel smerior pposible: Comprobar la réspuesta de manera geométrica
elemental} -~ "o o i v b A RIS s
= 13304, Hallar ‘el 'paralelepipedo rectangular ‘de volumen dado
V que tenga la menor drea posible, ' - sl e
. 3305:-Hallar el paralelepiped¢ rectangular.de: drea dada § el
cual tenga-el mayor ‘volumen posible, ¥ “:: . SUE T N

3306. Hallar el yolumen del mayor-paralelépipedo rectangular
‘que sea susceptible de ser inscrito en el elipsoide de semiejesia}'s, c.

3307. La tienda de campafia;tiene1a forma-dé cilindro rematado
por un cono. {Cudles deberfan ser las relaciones entee sus dimensiones
lineales para que la cantidad-de tela necesaria para su fabricacién
sea: minima siendo el volumen ‘dado? =~ " %

, +8308. La seccién del canal presenta: la forma de trapecio isésce-
les de 4rea dada (véase la fig: 61). ¢Cudles deberian ser sus dimensio-
nes para que la superficie lavada, del .canal sea la menor posible?

3309, De todos los paralelepipédos rectangulares que tienen la
diagonal dada hallar el que tenga el: mayor: volumen-|posible.




L5 T‘&rmh.la de""I‘aylur'- ) 23%

- . Calcular las dlmensmnes exteriores gue. deberia tencr un
cagén. ierto (sin la tapa) de forma de paralaleplpado rectangular,
del: ‘que 5e dan el espesor de paredés’ @ y el volumen ¥, para que al
fabricarlo se gaste la-menor cantidad: posible de material.

Fig. 61

3311, Hallar el volumen miximo del paralelepipedo siendo la:
suma de todas sus aristag igual a 1242

3312. Circunscribir en“torno & una elipse dada un tridngulo de-
base paralela al eje mayor cuya drea sea la menor posible.

3313, En la el:psa it <~ = 1 hallar los puntos tales que las.

distancias entre éstos y la rect.a 3z4y—9=20 sean minimas
y méximas,

3314. En la pardbola 2® 4+ 2zy 4- y* + 4y = 0 hallar el punto-
tal que la distancia entre.éste.a la:recta 3z — 6y «4- 4 = 0 sea la
menor posible.

3315. En la pardbola 2z — day -+ 2y* — 2 — y = 0 hallar el
punto més préximo a la recta 9z — Ty + 16 = 0.

3316. Hallar 1a distancia méxima que media entre log puntos. -
de la superficie

2x’+3g’+25’+2ﬂ=8

v el plano z = 0.

3317, Hallar los lados de un trlangulo rectangulo cuyo peri-
nietro sea minimo siendo dada su é&rea S

3318. El cono recto eliptico cuyos semigjes de Ia base mideén
ay by cuya altura es #, lleva inscrito un prisma de base rectangular-
de tal modo que los lados de Ia base son paralelos a los ejes ¥ la inter-
secei6n de las diagonales de la base se halla en el centro de la elipse.
{Cudles deberian ser los lados de la base-y 1a altura del prisma para
que su volumen sea el mayor posthle" LA qué seria igual este volut
men mayor? . 4

3319. Hallar la pirdmide regular tnangular de volumen dado tal
que la suma de sus aristas sea la menor posible.

3320. Sean dados dos, puntos en la efpsg Hallar uno tercero-
en 'la misma elipse tal que el 4ted del méngulo que' tiene los dos-
primeros puntos por sus vértices; sea la ‘miayor posible. .
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3321. Trazar la normal a la elipse % + -g‘% = 1 de modo que

1a distancia gue medie entre .l origen de coordenadas y la normal
Duscada sea la mayor posible.

3322. En el elipsoide de revolucién % -+ y* 4 22 =1 hallar

Aos puntos las distancias entre los cuales y el plano 3z + 4y - 12z =
= 288 sean la mayor posible y la menor posible.

. 3323. Sean dadas las lineas planas f(z, ¥) =0y @ (z, y) = 0.
Mostrar que el extremo de distancia entreé los puntos (=, B) ¥ (&, n)
.que so hallan en estas lingas, respectivamente, se verifica si se
-cumple la siguiente condicién

( Z; )x-a ( gg" Jx:g
a—E [ R e |
i

Q.

B (Z_L)az;% t

Valiéndose de ello, hallar la distancia minima entre la elipse
a4 2oy 4 5yt — 16y =0 y la recta z 4y —8=20

L ) x==f
v=n

§ 2. Lineas planas

Tangenites y normales

~ En los ejercicios 3324—3327 escribir las ecuaciones de la tangente
-y de la normal a las lineas en los puntos que se indican.

3324. 2%y + ¥z =3 — 2%® en el punto (i, 1).

3325, a?(z* 4 y*)—2%y® = 9a® on el punto (a, 2a).

3326. coszy =z +2y en el punto (1, 0).

3327, 92%—a?y - 3a®+dzy—5Hz—3y+4-6=0 en el punto de su
interseccién con el eje Oy.

Punios singulares
En los ejercicios 33283340, hallar los puntos singulares-de las
dincas.. o '
3328, P=z2(z—1). 3829 a%2*=(® +47) 4"
3330, y =az®+bz% - 8331 =z —'-.-a)’.J
el 08 2 . e "
3332, 29 f ¥ =0a*" 3333, 2 -yt — BaP 10y +16=0.
3334, 2%+ 1223 =633 - 3622 +27y2— 81 =0,
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383509 48+ Bazy=0." 3336, 2+ y2=yt+pt.

_3\3'37."_3,:;:4 In x. 3338, i =senx.
3339, yz = (z a.)'“-.-- 3340, b= (y— %)%
Enu_olve;:_zgs

3341, Escribir la:sciacion de la envolvente de la familia de rectas
y = az 4 f (a). En particular, poner f{a) = cos a. :

3342. Hallar la envolvente de la familia de rectas y = 2mxz + mi.

3843.-Un haz de rectasiostd trazado de tal modo que pasa por
el'punto A (e, 0). Hallarla envolvente de la familia de normales
trazadas a las rectas del haz en los puntos de suinterseccién con
el ejo Oy.

3344, Hallar la envolvente de la familia de paribolas y* =
=g (z — a).

3;345. H)allar la envolvente de la familia de pardbolas aa® 4-

ady == 1. :

3346. Hallar la envolvente de la Familia de pardbolas y =
= a* (z — a)® wi

3347. Hallar la envolvente de la familia de pardbolas semiciibicas
{y —a)f = (z — o)

3348. Hallar la envolvente de la familia de lineas 2? -+ ay® = a°,

3349. Hallar'ld envolvente de la familia de elipses E; +:—:- =1

siendo la suma de semiejes de cada -elipse igual a d.

350. Los radios de la circunferencia son proyectados a sus dos
didmetros perpendiculares entre si. En las proyecciones, que sirven
de semibjes, son trazadas las elipses. Hallar la envolvente de la
familia de elipses obtenida.

3351. Hallar la envolvente de 1a familia de circunferencias que
tienen sus centros sobre la pardbola y = ba® y que pasan por su
vértice.

3352, La recta se desplaza de tal modo que la suma de longitudes
de los segmentos cortados por la recta en los ejés de coordenadas
sigue constante e igual a . Hallar la envolvente de la familia de
rectas obtenida.

3353, Hallar la envolvente del didmetro del circulo que rueda,
sin deslizarse, sobre una récta;dada (el radio del circulo es igual a R).

3354, Las cuerdas de un circulo (cuyo radio es igual a R) para-
lelas a la direccién dada que sirven de didmetros, llevan circunscritas
unas circunferencias; Hallar la envolvente de esta familia de cir-
cunferencias. P :

3355, La recta se desplaza de tal modo que el producto de los
segmentos' cortados por ésta-en los ejes de coordenadas, es igual a la
magnitud constante . Hallar la envolvente de estas rectas.
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3356. Mostrar que toda lineh es envolvente de Ia familia de sus
tangentes.

3357. Mostrar que la evoluta de la linea es la envolventa de la
familia de sus normales. Hallar la evoluta de la pardbola y* = 2pa
como lugar geométrico de los centros de curvatura y como envol-
vente de la familia de normales. Comparar los resultados,

3358. Demostrar el teorema: si la linea (4) es la envolvente
de la familia de rectas z cost + ysent — f(f) = 0, la-evoluta de
la linea (A) es la envo]vente de la familia de rectas —z sent +
+ycosi=—{f (1) =0

3359. Elradio vec,tor OM de cierto punto M de la }:nperbola equi-
' litera xy = 1 es proyectado sobre las asintotas de la -hipérbola.
Hallar la envolvente de las:elipses trazadas en las proyecciones OM
sirviendo éstas de semiejes,

§ 3. Funcién vectorial
del argumento escalar.
Lineas alaheadas Superficies

Funcidn uectqrmi del argumento escalar

3360. Demostrar las siguientes férmulas de derivacion
d i dv: , du
w (w)y=u d: i+ 75' &: (wxv)=u x5+ Xv.

Aqui 2¢ ¥ » son iuncwnes vectoriales del argumento ascalar o
3351 Sea dado 7 = (). Hallar las derivadas. 3

L0 n £ (rd) 19 (rxdR) 0 £ (r

3362. Los vectores # (i) y d— son dados como .colineares -para

todos los valorés- de 2., Demostrarque los veétores —d—z; -?; e

vy dm son también colineares. al vector. 7 (f).
3363. Demostrar que si-el médulo’ || dela:funcién # (r:] qgue
constante para todos los valores de f, se tiene i‘ L {aCual séria’[4

interpretacion geomgrtica de -este- hecho?) - :Se; verifica .el teorema
inverso?
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3364. Sea: dado: oy dcosat - b sen of, donde @ y © son vec<
tores: constantes. ‘Demostrar” que:
R -“1’. o s oo ko iy 5
1), 4'_>< ﬁu:ac_o_u.:'(!.‘r ¥ '2).—-&2 +afr=0.

3365; Demostrar que'si e es vector unitario ‘de la direceion

del veotor B, se tiene e X de = -ST,
3368.. -"]jé_mos_f{r_"ar' i g a.e""j"_+__b'e."“‘? donde @ y b son vec-

tores.constantes, se tien

3367. w=a(z, ¥, % Hi+B(@ ¥, 2 Oi+ v ¥ 5 OE,

doride #, y, z son funcionés de't. Demostrar que '
di__ u uw -"-a,w'dy L O ds
=t whtywmtaa:
3368. Sea dado = (u), u=q(z). Expresar, las derivadas
dr d¥r  &r dio do -2~ Br & .
T dEr T POT medle @Ogn g ha

3369. Demostrar que si para la funcién vectorial =  (t) se
verifiea 1a relacién ‘i—'; = g+, donde o = const, Ja hodégrafa de
1a funeién 2 (¢) es un rayo que sale del polo. '

3370, Sea 7 (f) una funcion definida, continua y derivable en
el intervalo (£, t,), siendo n (f,) = # (ty). Aplicar el teorema_de
Rolle a la funcién « -2, donde @ es cualguier vector constante. Dar
interpretacién geométrica del resultado.

3371, Sea dado el radio vector de un punto movil » {a sen ¢,
—a cos t, bi?} (donde ¢ es el tiempo, @ y b son constantes). Hallar
Yas hodégrafas de la velocidad y la aceleracifn.

3372. Hallar la trayectoria del movimiento para el cual el radio
vector del punto mévil satisfaga la condicién %‘ =a X r, donde
@ cs vector constante. '

3373. El punto material se desplaza de acnordo con la ley.» =
= Vgt + % gt® (= es el radio vector del mismo punto en ¢l momen-

to £, ¥, ¥ ¢ son vectores dados). Mostrar que: 1) la energia cinética
del punto material es una funciéii cuadrdtica del tiempo; 2) v,
es Ia velocidad inicial (esto es, el valor del vector de la velocidad en
el momento ¢ == 0); 3) el movimiento se efegtia siendo la acelera-
cién constante e igual al vector g; 4) el movimiento se efectiia sobre
la parébela (a no ser colineares los vectores ¥, y @) cuyo eje es para-
lelo al -vector g. : 1

3874. La ley del movimiento del punto material se da por la
férmula

r» =q@cost -+ beenti 4 e,
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donde los vectores @ ¥ b son perpendiculares entre si. Determinar
la trayectoria del movimiento. {En qué momentos seria extremada
la velocidad del movimiento? (En qué momentos seria extremada
la aceleracién? )

3375. Las férmulas para pasar de las coordenadas ‘cartesianas
a las esféricas presentan la siguiente forma: z = p sen 0 cos g,
Y= psenBsen g, z = pcos B, donde p es Ia distancia que media
entre el punto dado y el polo, 8 es su latitud, ¢ es el 4cimut,osea,
la longitud. Hallar los componentes de la velocidad del movimiento
del punto material dirigidos hacia los vectores ortogonales unitarios
€ny €gy Eq-

Lineas alabeadas

En los ejercicios 3376—3383 formar las ecuaciones de la recta
tangente y del plano normal para las lineas dadas en los puntos

-~ indicados.
3 43 2 13 3
3376. -r(-g—, -tg-, %,) esto es, :c=-%-, =, y=~,‘:; en un

punto cualquiera.

3377. z=acosp, y=asenq, zu—-\%qa en el punto dado
( eV2 oaVI &

P ?]‘
Demostrar que la tangente en todos los puntos de la linea forma un
mismo angulo con el eje Oz.

3378, z=at, y=%at", z=-;—a!3 en el punto (6a, 18a, 72a).

.

3379, z=t—seént, y=1-—cost, z=4senLt en el punto

2
(n2—1,1,2V3).
3380, y® - 2% == 25, 2% - y® =10 en el punto (1, 3, 4).
3381. 22% 4 3y° + 2* =47, 2? 4 2y* = s en el punto (—2, 1, 6).
3382, 2 - Y == z% z ==y en el punto (zy, Y, Z%o)
3383, 23 - 22 =47 P+ 22 =P en un punto cualquiera,
3384. En la linea = {cos t, sen ¢, '} hallar el pinto en el cual
Ja tangente sea paralela al plano V3z 4 y— 4 = 0. )
~ En los ejercicios 3385—3387 formar las ecuaciones del plano oscu-
lador, la normal principal y binormal a las lineas dadas en los pintos
indicades, .. " : L A : foal
3385, y? =z, a* = z en los puntos (1,-1; 1)
3386. 2% = 2az; y® = 2bz en un punto cualquiera,
3387. »{e', &', t)/ 2} en ol punto (e, e, ' 2). _
3388. Mostrar que las tangentes; las riormales principales ¥ bi-
normales de la linea » {ef cos t, e sen #, ¢') forman &ngulos ‘cons-
tantes cor el eje O:. ;
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En los ejercicios-3389—3392 formar las ecuaciones de la recta
tangente, el plano normal, la binormal, el plano. osculador, la nor-
mal principal y el plano rectificante a las lineas dadas en los puntos.
indicades.’ S R

3389, 2 =1, y=1—1t, z=1 en el punto (1, 0, 1). :

8300, 2 4 y* - 2t =37 2?4 y° =2 eu ol punto (1, 1, 1).

3391. » {son t,cost, tgt} en el punto (—V;—, -V;—E_ 1)

3302, » {# — 12 =5, 3*+ 1, 20— 16} en el punto corres-
pondiente al valor del parémetro ¢ = 2. b
© 3393: Mostrar que lalinea » {2t + 3, 3t — 1, 2} tiene en todos
los puntos un mismo. plano osculador. Interpretar este hecho desde
el punto de vista geométrico. ' :

3394. ‘Demostrar que la linea

7 {att byt -y, Ggt? byt oy agt? byt o}

es plana y formar la ecuacién del plano en que se halla situada.

3395. Hallar el radic de torsién de la linea » {cos ¢, sen ¢, ch #}.

3396. Hallar el radio de curvatura de la linea o {In cos ¢, In sen 2,
V1), 0<t<<a/2. Mostrar que la torsién en cualquier punto
suyo es igual a la curvatura en este punto. '

3397. Mostrar que para la linea » {e* cos ¢, ¢t sen ¢, '} (véase
el ejercieio 3388) la relacién entre la curvatura y la totsidn se’ man-
tiene constante para todos Jos puntos de la curva.

3308. ¢Cémo podria ser expresada la curvatura de la linea ala-
beada dada por las ecuaciones y = @ (), z = (a)?

3399, Expresar los vectores T;, v,, P, por medio de las deri-
vadas del radio vector del punto en la curva » = » (2).

3400. Expresar cada uno de los vectores ¥y, ¥y, fy por medio de
los otros dos.

3401. Hallar el vector @ (s) (vector de Darboux) que satisfaga
las siguientes condiciones:

dey dvy

TE=OX T =0 X V5 %:m X Pi-

Longitud del arco de la linea alabeada

En los ejercicios 3402—3409 hallar la longitud del arco de las
lincas que se indican.

3402. r {2f, Int, 1?} desde ¢ =1 hasta ¢ = 10.

3403. »{acost, asent, alncos £} desde el punto (a,0,0) hasta

‘¢l punlo (-’a_'lz/-_?’ a'2 2. -—;—1112).
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3404. »{e* cost, ' sent, e} desde el punto (1, 0, 1) hasta el
punto correspondlente al parametro t.

3405. 2%= 3y, Jxy =9z desde el punto (0, 0, 0) hasta el punto
(3.3, 7 5" o

3406, 23“22:0, Q= 162z, 'tlasda el punto (0,0, 0) hasta el
punto (Za, 8a/3, 2a).

3407, daz= {y+z}2 4x3+3y2—333 desde el origen de coorde-
nadas hasta el punto (z, y, z).

3408, y =1 2az—2? z=aln 2 — desde el origen de sootde-

nadas hasta el punto {x, y, z).

8409, y=aarcsen =, zml aln ‘H'a desde el origen de coorde-
{a 2 i
11g{]as hasta gl punto (?, T ln'3]
Superficies

En los ejercicios 3410—3419 escribir las ecuaciones de los planos
tangentes y las normales en los puntos indicados, para las super-
ficies dadas.

3410, z = 22° — 4y® en el punto (2, 1, 4).

3411, z = ay en el punto (1, 1, 1).

3412, =“_..__3:’1"‘29_-+ﬂ en el punto (a, a, --a).
3413. z=) 2% F yE—ay en el punto (3, 4, —7).

3414, z=arctg -‘5’-' en el punto (1 1, «’—t-)

V’s RE :1/5)
— ;

3415, 51-|--g,ﬁ--g-_-_1 en el punto (- L

8416, 284y 22 2yz—6=0 en el punto (1 2, —1).
3417, 3z — 4y3z+-ﬁz?'xy 4z%41=0 en el punto (1, 1, 1).
3418. (2 — a?) ayz — y® = Sven el punto (1, 1, 2).

3419. 44+ V2P F PP+ F=x+y-z en el punto (2; 3, C).
3420, Mostrar ‘que’ la ecuacién - -del ‘plano-tangerite al elipsocide

o 2 i ;
%4—-% +%=1 en cualquier; punte suyo, My (<o, Yo, %) tiene la
siguiente forma: , :
+ ;,z ; S{

3&21..Trazar ol plann tangente al ellpcmde a9yt - z’ = 1,
de tal modo que sea paralelo’ al plano z — y - 22.= 0
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. 3422, Trazar el plano tangente al BllpSOldB-—— :: +-— =1de

tal modo que corte sagmentos de igual longitud en los- semw]es
positivos.

3423. Mostrar ‘que las superficies z -+ 2y —Inz + 4 =0y
2 =2y — 8z -z + 5 =0 son’ tangentes, esto es, t!enen un plano
comun tangente, en’el’ punto-(2, —3, 1).

8424 Demostrar que todos Tog planoa‘tanganbes 8 la superlicm

z=af ( ) s cOrtan en.um mismo punto, -

3{‘25 Escribir las acuacmnes del plano tangenta y de Ia normal
a la esfora 2 {1 cos v, i sern v, YV a® — 4%} en el punto 2y {24, ¥s, %o}.s

3426. Escribir las ecuaciones del plano tangente y de la normal
al paraboloide hiperbélico # {a (u + v), b (z — v), uv }en un punto
cualquiera {z,, yo. %}

3427, Demostrar que las superficies 2% + y® 4 2 = az y 2% -+
+ y* 4+ 2* = by son ortogonales entre si. !

3428. Mostrar que el plano tangente a la superficie zyz = @®
en cualquier punto suyo: forma un tetraedroide volumen constante
con los planos de coordenadas. Determinar este volumen.

3429. Mostrar que los planos tangentes a la superficie V7 +
+ V¥ + Vz=7Va cortan, en los ojes de coordenadas, segmentos
cuya suma es igual a a.

3430. Escribir la ecuacién del plano tangente perpendicular a

la recta 7—=—2—=—- para la superficie z==zy.

3431. Mostrar que la longltud del segmento de la mormal entre
la superficie z* 4+ y® 4 z® = y'y el plano z0y es igual a la distancia
que media entre el origen de coordenadas y la proyeccién de la nor-
mal en este plano.

3432. Demostg'ar qua la normal a la superficie del elipsoide de:
revolucién ‘“ + 33- =1 en cualquier punto suye P (z, y, 2)
forma énguloa iguales con las rectas PA y PB, si A (0, —4, 0)
y B{0, 4

3433. Demostrar que todas las normales a la superficie de revo-
lucién

s=1(VEF5)

cortan el eje de revolucién. ;

3434. Trazar un plano tangente a la superhcw D2—yP—=32=0
de tal modo queé pase por el punto 4 (0, 0, —1) y qué sea paralelo
a la recta —f '%‘=i i

16—0176
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3435. En la_superficie 2? 4 p* + 2* — By ++ 4z = 12 hallar
los puntos en los cuales los planos tangentes sean paralelos a los
planos coordenados.”

3436, Formar la ecuacién del plano tangente a la superficie
z=u-+v, y=ut+vt z=2u?+1® en un punto cualquiera.
Expresar los coeficientes de esta ecuacidn

a) a través de los valores de los pardmetros u, y Vg,

b} a través de las coordenadas z;, Yy, 2o del punto de tangencia.

3437. Hallar el lugar geométrico de las bases de las perpendicu-
lares bajadas desde el origen de coordenadas a los planos tangentes
al paraboloide de revelucién 2pz = =* + y*

3438. Hallar el lugar geométrico de las bases de las perpendicu-
lares bajadas desde el origen de coovdenadas a los planos tangentes
a la superficie zyz == a®.

§ 4. Campo escalar. Gradiente.
Derivada respecto a la direccién

Gradiente

3439. 1) ¥ (z, y) = * — 2zy + 3y — 1. Hallar las proyecciones
del gradiente en el punto (1, 2). J

2) u == 52% — 3xy* - y*. Hallar las proyecciones del gradiente
en un punto cualquiera.

3440. 1) z = z* -+ y*. Hallar grad z en el punto (3, 2).

9) 2 =V%& - 28 + y5. Hallar gradz en el punto (2, 1).

3) z = arctg i Hallar grad z en el punto (xp, Yo)-

8441. 1) Hallar la pendiente méas pronunciada que caracteriza
la superficie ascendiente z' = In {z? - ‘4y*®) en el punto (6, 4, In 100).

2) Hallar la pendiente; mas pronunciada de la superficie, z =
=2V en el punto (2, 2, 4).. - : e

3442, -:Cuél es la direccién’de la mayor variacion de la funciém
@ (2, ¥, 2) =2 senz — ycosz en el origen de coordenadas?

3443. 1) z = arcsen ~xL . Hallar el &ngulo entre los gradientes
de esta funcién en los puntos 5 4).v (3, 4.

9) Sean dadas las funciones z = VaE+ 5t ya=z—3y+
+ V3zy. Hallar el dngulo entre los gradientes de estas funciones
en el punto.(3, 4). G 2 '

18444, 1) Hallar 61 punty en cl cual el gradiente de I fun-

l

cibn z=1In (:c+:7) sea igual a i——%j.
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2) ‘Hallar los puntos en: los cuales el médulo del gradiénte ds la

: S T .

funcion z = (#® 4 y*) %sea igual a 2. I s
'“8445. Demostrar las siguientes relaciones (¢ ¥ 1 son” funciones

derivables, ¢ es constante): ' )

grad (g+ ) = grad g+ grad ¥; grad (¢ 4 9) = grad g; -
grad (cq) = cgrad @; grad (@y) =@ grad p+pgrad p; -
grad (¢") =ne"~! grad g; grad (@ ()} = ¢" (1) gradp. -

3446, z = (4, v), u=y (z, ¥), v =14 W) Mostrar que

grad_z:-%—ﬁ-__gradu-{-%“g;gd"b. 'a .
3447, 1) u(z, y. z).%-xzyzz, Hallar las projreccionés de grad ma
en el punto (zy, Yo, %)

2) u(x, y, 2) =V 43>+ 2% Hallar grad u.

8448, Mostrar que la funcién w = In (2® 4 y® + 2%) satisface
Ja relacién w = 21n 2 — In (grad u)®.
3449. Demostrar que si z, y, z son funciones de 2, sc tiene

d d
F‘f(zv ¥ z)=gradf-d—:‘,

donde r» = ai + yj + zk. i 3
3450. Aplicar la relacion demostrada en el gjercicio anterior
para hallar el gradiente de la funcién:

1) f=2%2) f=|r[;3) f= F(r2; 4)f= (ar)(br); 5) f=(adr);

donde @ y b son vectores constantes.

Derivada respecto a la direccién

3451. 1) Hallar la derivada de la funeién z = z* — 3%y +
+ 3zy® 4 1 en el punto M (3, 1) en la direccién que va desde este
punto hasta el punto (6, 5).

2) Hallar la derivada de la funcién z = arctg 2y en el punto
(1, 1) en la direccién de la bisectriz del primer 4ngulo coordenado.

3) Hallar la derivada de la funcién z = x%® — a3® — 3y — 1
en el punto (2, 1) en la direccién que va desde éste al origen de coor-
denadas,

4) Hallar la derivada de la funcién z = In (¢* - ¢¥) en el origen
de coordenadas en la direccién del rayo que forma el dngulo @ con
el ejo deo abscisas.

16*
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3452. Hallar la derivada de la funcién z = In (z -+ y} en el pun-
to (1, 2) pertencciente a la pardbola y? = 4z en la direccitn de ésta.

3453. Hallar la derivada de la funcién z=arct§-i’- en el punto

(%; VTE-) , perteneciente a la cireunferencia z2+4y*—2z=0, en la

direccién de ésta.

3454. Demostrar que la derivada de la funcién z =‘E§ en cual-
quier punto de la elipse 227 — y* = 1 en la direceion de la normal
hacia la elipse, es igual a cero,

3455. 1) Hallar a derivada de la funcién u = zy® + 2* — zyz
en el punto M (1, 1, 2) en la direccién que forma dngulos de 60°,
45°, 60°, respectivamente, con los ejes de coordenadas.

2) Hallar la derivada de la funcién w = zyz en el punto
A (5, 1, 2) en la direccién que va desde este punto al punto
B (9, 4, 14). _

3456. Hallar la derivada de la funcién » = z%)®z* en el punto
A (1, —1, 8} en la direccidn que va desde este punto al punto
B (0, 1, ).

2 2
3457. Demostrar que la derivada do la funcién u="7-+25+
+:—i en cualquier punto M (z, y, z) en la direccion que va desde

éste al origen de coordenadas, es igual a -—-ZT"-, donde r=

=V_.52+yz+zz_

3458, Demostrar que la derivada de la funcién uw = f (z, ¥, 2)
en la direccién de su gradiente es igual al médulo de éste.

3459, Hallar la derivada de la funcién

U= % donde r2=s%4-y2-}-2%

en la-direceién de su gradiente.



Capitulo XII

Integrales miltiples
e integracién miltiple

§ 1. Integrales dobles y triples

3460. Una placa fina (se prescinde de su espesor) se halla en el
plano z0y ocupando el dominio . La densidad de la placa es fun-
cién del punto ¥ = v (P) = v (z, y). Hallar la masa de la placa.

3464. Por la misma placa ?.veasa el ejercicio anterior) estd distri-
buida la carga eléctrica do densidad superficial 0 = o (P} = o (z, y).
Formar la expresién para la carga global de la placa.

3462. La misma placa (véase el ejercicio 3460) gira alrededor
del eje Oz con la velocidad angular . Formar la expresion para
la energia cinética de la placa.

3468. El calor especifico de la placa (véase el ejercicio 3460)
varia de acuerdo con la loy ¢ = ¢ (P) = ¢ (z, y). Hallar la cantidad
de calor que recibié la placa al ser calentada desde la temperatura
i, hasta ,.

3464. El cuerpo ocupa un cierto dominio € en el espacio. Su
densidad es funcién del puntoe y =4 (P) = v (2, y, z). Hallar
la masa del cuerpo.

3465. Por el mismo cuerpo (véase el ejercicio 3464) esta distri-
buida, de manera no homogénea, la carga eléctrica cuya densidad es
funcién del punto § = & {x, y, z). Hallar la carga glohal del cuerpo.

Evaluar las integrales en los ejercicios 3466 —3476.

—_— 55(x+y+10}dﬁ donde D s el cireulo 23+ y* < 4.

3467. jj (22 +4y%+9) do, donde D es el circulo xz+y= <4
D

3468. 55(z+y+1)dcr, donde D es el rectingulo 0 <1,

0<<y=2.
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3469, H (¢-zy—2*—y¥)do, donde D es el xectingulo
D i
OCeCl, Oy <20
3470, SS zy (z+y)do, donde D es el cuadrado 0 <z < 2,

D
0y 2.
3471, Sg(x+1}°d6, donde D es el cuadrado 0<Ca2<C2,
D
o<y,
3472, SE (@42 —2V 2% y*+2) do, donde D es el cuadrado
]

022, 0<y<2.
3473. SS (424 y?—4z —4y-+10) do, donde D es el dominio

acotado por la elipse 2?+4)2—2¢x—16y+413=0 (incluyendo la
frontera). '

3474, SSS (z8 4324 2%) dv, donde @ es la esfera 22+ 3% <
kY]

3475. S S(z+y+z}d’v, donde @ es el cubo z =1, y=1,
221, <3, y<3, 3K 3.

3476. | § (x+y—2+10)dv, donde Q@ es la estera 2*+4%+
2t < 8 : '

~ § 2. Integracién mmiltiple

‘-fntégm‘l doble, Daminio rectangular’
En 10 ejorcicios 34773484 caleular las integrales dobles tomadas
sobre los dominios rectangulares de integracién D, dados por los da-
tos indicados entre paréntesis. .

3477, §§xy¢cdy O<e<tl 0<Y<).

a8, [ ey <2<t 0y,
)
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3479, | § 2 axdy 0<a<t, 0<y<t)
D
Y dr d, ; .

3480, Sj(z-frﬁ-n-z 0<z, 0Ky <)
n )

3ot [ LW O<z<1, 0<y<y)

D" (142t y2)?

342, [ {zsen(ztp)dedy (0<agn, 0<y<'y)
D

A

¥y<<?2

S

3483. ij’ye""‘dxdy 0aegt, ©

D

3484.55x3ycos(3y3)dxdy (ng %‘-—, 0§y§2),
B

Integral doble. Cualguier dominio
En los ejercicios 3485—3407 hallar los limites de la integral
iterada de segundo orden SDS f (=, y) dz dy siendo’dados los domi-

nios finitos de integracién D.
3485. Paralelogramo cuyos lados son
z=3 z=05 38c—2+4=0, 3z—29+1=0.
3486. Tridngulo cuyos lados son £ =0, y =0, z+y = 2.
3487. 22 4 2 <1, 20, y > 0.
3488' $+y“-§11 :ﬂ—y-,.(,.i, $}0.
3489, y > a®, y < 4 — a2

390, Z 4L <1 309 2P+ (-3 < 4

3492. D esta limitado por las pardbolas y =2 e y = V' z.

3493, Tridngulo cuyos lados son y =&, y = 2z, 2+ y = 6.

8494. Paralelogramo cuyos lados son y =z, y =2+ 3, y =
= —22+41, y = =2z + 5.

3495. y — 20 <0, 2y —z2>0, ay < 2.

3496. y® < 8x, yL 22, yLh2—24L0.

3497. D estd limitado por la hipérbola y® — 22 =1 y por la
circunferencia z* 4 y® = 9 (se tiene en cuenta el dominio que con-
tiene el origen de coordenadas).

En los pjercicios 3498—3503 cambiar el orden de integracién.

1 Yv ik - VI=m3

3498, Edy { 1@ 9 dz 3499, S dz j (@ y)dy.
v -1 0
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3500. { dz 5 fy)dy. 3501, {dz 5 ,f{x, y)dy.
: 2x N B Ff_i e
3502. S Sf(a:, v) dy. 3503. jdx S f (@, y) dy.

2
3504, Cambiando el orden de mtagraclon escribir la expresién
dada en forma de una mtegral2 iterada de segundo orden:

1)5 §"’°"”dy+§d”§ {9

§x

2

3
f@ way+{de | 1@ v

[} 1 o
x3fs 2 4~ Viz—xi-3

def(x=y)dy+Sd¢ IR
] i L]

i

9) | dx

3)

e - S, -

3505. Representar la integral dnblejg f (z, y) dz dy, donde

D son los dominios indicados en las figs. 62, 63, 64, 65, en forma de

¥
2y @3

1) 14,1)

Fig. 63
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la suma de las integrales iteradas de segundo orden (con el menor
niimero. ‘posible de sumandos)..Las figuras de las ‘ilustraciones 64
y 65 representan rectas y arcos de circunferericias,
En los ejercicios 3506-—35’12 calcular las mtegrales dadas,
Vi S ) Iny

3506. 1)Sdz§dy. 2)5 e L dy; 5)jdy£edz.

0 X

3507, Hxsysdxdy, D es el ofrculo 2242 < R2.
D

.3508. |\ (2?+v)dedy, D es un dominio acotado por lag paréd-
P

D
bolas y=2? & yr==x.
3509, 5 S -:% drdy, D es un dominio dcotado por las reetas =2,

n
y==z y la hipérbola zy=1.
3510, jjcos{x—i-y}dzdy, D es un dominio acotado por las

rectas z.= 0 Yy=m e y==z.
3511. j“]fi—za—y"d:cdy, D es la cuarta parte [del circulo

2P g % que se halla en el primer cuadrants,
3512. jjz‘y‘]/i—z“- ydwdy, D es un dominio acotado por

D
la linea a*4-y*=1 y los ejes de coordenadas.
3513. Hallar el valor medio de la funcién z = 12 — 22 — 3y
en el dominio acotado por las rectas 12 — 22 — 3y =0, 2 =0,

3514. Hallar e! valor medio de la funcién z = 2z -+ y en el

tridngulo limitado por los ejes de coordenadas y la recta z 4+ y = 3.
3515, Hallar el valor medio de la funcién z = z -} 6y en el

tridngulo limitado por las rectas y = 2z, y = 5z y = = 1.

3516. Hallar el valor medio de la funcién z = /' RE — 2° — y°
en el efrculo z® 4 y* << RE

Integral iriple
En los ejercicios 3517—3524 calcular las integrales.

1 2z I a ] e
3517. fdzj dyjdg. 3518, jdzjdyj (@ 4y 1) dz.
b o ] o [ 1
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x

a a xy
3519. S dnl dy I 3 ds. 3520. '[ dz 5 dy i Pz dz.
(i]

3521.§ "“f de _nG—z—y) o
P 2 (x=—e}(z+y—e}

de dy dz G
3522, SIS(x £ _f_'l = 2 es [un dominio limitado por los

planos :c=0 y=0,2=0, z+y+3z=1.
3523. 555 xydzdyds, Q@ es un dominio limitado ‘por el para-
boloide 'hipe?'bélico z=2zy y los planos zt-y=1 y z=0 (z > 0).
3524, Sig y.cos (z+4z) dzdyds, Q es un dominio limitado por

ol cilindro y=) 7z y los planos y=0, z=0 y z+z-~=/2,

§ 3. Integrales en los sistemas
de coordenadas polares,
cilindricas y esféricas
Integral dbble
3a los ejercicios 3525—3531 pasar a las coordenadas polares
pyQ(z=pcosp,y=opsenq) en la integral doble gj flz, y)dzdy

y apuntar los limites de integracifn.

3525. D és el circulo: 1) z* -|- PR )P a_x; -::’,).-:\',:n 4
0/

3526 D és un domlIllo limitado por las’ c1rcunfaranmas :c‘ --
4 y? =4z, 24 Yy =8z ¥y las rectas y = z; y-?:c.-‘-

3527. D 8s eL dominio que es la parte comin de:dos clrculaa
2t + < ax, 2? 4 3 < by.

3528. D es un dominio limitado por las rectas

y==% y¥=073 % =4,
3529. D es el menor de los &egmant.os en gue es cortado el cfreu-
lo z® + y'<C4 por la recta z + y =
3530. D es la parte interior del lazo demchn de la lemniscata
de Bernoulli (z* '+ y%)® = a® (2* — »?%).
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8531, D es un ‘dominio definido por las: dulgualdades z >0,

0 (.’85 + yﬁ}8<éaﬁxiu5

En los ejercicios 3532—3535 transfarmar las integrales dobles
a las coordenadas polares.

. s ol VRE—=2 R 'b_’!“_..y!' g

3532. !.dz i flz, y)dy.  3538. -j.-dy 'Y flz \y) dz.

; R : i
Z

0

Nad

R vET®
353, (o | f@+an
] 0

i

dz Rx 7 R ] )y
(e | = 1 (8
0 i 0
Vi+R:
En los ojercicios 3536—3540 caleular las integrales dobles pasan-

do a las coordenadas polares.
R VRI-z

o

8536. | du | md+a240ma.
0 K
3537. S 5 .i%::——:{_:;—: dzdy, donde el dominio D viene deter-

minado porD]as desigualdades z2+32 <1, 2220, y = 0.
35384 U (h—2z—3y)dzdy, donde D es el circulo A3 <
< R
3539, HV RE—Z—jfdx dy, donde D es el circulo 22412 <<
D
< Raz.

3540, S Samtg —i—d:\: dy, donde D es una parte del cireulo
o

2P, 2P <9, 12 35 v<aV3

8541. Partiendo de razonamientos geométricos mostrar que si
las coordenadas cartesianas se transforman de acuerdo con lag for-
mulas z = apcos @,y = bpsen @ (¢ y b son constantes), el ele-
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mento de drea serd el siguiente:
do = abp dp de.

En los ejercicios 3542—3544 transformar las integrales dobles
aplicando el resultado del ejercicio anterior y seleccionando a y b
de manera conveniente. :

3542, ij(x, y)dxdy, donde el dominio D estd limitado por
D

i 22 oyt
la elipse T+5=1

3543. J.S_j:(z, y)dzdy, donde el dominio D estd limitado por
« D .

la linea (z‘-{— %z;.)z = ply.

3544, J'DS f([/ —-f;-—%;-) dzdy, donde D es una parte del

anillo eliptico limitada por las elipses S =1, 2o+ S = 1

¥ situada en el primer cuadrante.

3545, Caleular la integral SSzy drxdy, donde D es un domi-
D

2
nio limjtado por la el:ipsg % %:1 v situadoe en el primer
cuadrante. '
3546. Caleular la integral SSV@ dzdy, donde D es un do-
D
e e . 43 24 ;
minio lm_u-tado por la linea (IT-{—QT) =~_‘}%— vy situado en_ el
primer cuadrante.
b

Integral triple

En _103'°;jr:3':"0i'ci63 3547~ 3554 pas;ii a las coordenadas cilindri
cas p, @, z(z=pcosp, y=p sen@, z=z) 0.a las coordenadas esfé-
Ticasp, B, @p(z=pcospsenf, y=psenpsend, z==pcosB) en la in-

tegral triple { S j f(z, ¥, £) dzdydz e indicar los limites de inte-

gracién.



§ 3 Goordahadés'po]a'rea.;.:‘:ilindrinas:y asl'érlcna 253

3547..Q%es un dominio que se:halla situado en el primer oc-
tante y limitado por el cihndro :::z-i-y"—R" y los planos z=0,
g=1, y=z, y=V3.

3548 Q es un dominio hmltado por el c)lmdro ::Z-I—y =2z, el
plano- z=0 y el paraboloide z=22<}3?.

3549, Q es una parte de la esfera x’+y’+zzg33 sn‘.uada en
el pnmel; “octante.

“3550. Q es una parte-de la eaIera 2?4 y‘+z’<‘:ﬂ2 mtuada den-~
tro ‘del ¢ilindro (:c’-{-y’)*»—:—-ﬂ”(:z.a ~y?) (2 >0).
. 3551. Q esla par’ce comin de dos esferas

Aryprr<R ey =¥ + P (2 —"RP < R

En los ejercicios 3552—3558 caleular las int-.agra'le_a'pa'sgndo a las
coordenadas cilindricas o a las esféricas.

1 'I"—x

3552. dy i dz.
ﬁ-;a
Vix-xi a
3553, | dz S dy | 2V FFas
LU

VEER-2  VRE-2-2
dz 5 dy 5 (22 ) ds
VR
y  VEm ViEA
3655. | da { o | vEFerea
(1] 0 [i]

3556. | j 5 (#2+4%) dr dydz, donde el dominio Q viene deter-
@

3554.

Vo i O o

o

minado por las desigualdades 23>0, r*<C2® 32+ 22C R™

___dedyds : %
3557, vam , donde @ es la esfera z*-jy?--

+z2<1.

VaATr T
<1, —1<e<1.

3558, 555 —dzdids__  gonde Q es el cilindro 2432
Q
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§ 4. Aplicaciones de integrales
dobles y triples

Volumen del cuerpo. I

En los ejercicios 3559—3596 hallar los volimenes de los cuerpos
limitados por las superficies que se indican, aplicando la integracitn
doble (los parametros que se indican en los ejercicios se consideran
positivos). .

3559, Por los planos de coordenadas, los planos t =4 ey =4
y el paraboloide. de revolucién z = 2® 4 y® + 1.

3560. Por los planos de coordenadas, los planos £ = a, y = &,

y el paraboloide eliptico z =;‘—: + g—:.

3561. Por el plano % + X % =1 y los planos coordenados

b

(pirdmide).

3562. Por los planos y =0,2=0,3z +y =6, 3z + 2y = 12
yz4+y+z=6.

3563. Por el paraboloide de revolucién z = z® 4 y*, los planos
coordenados y el plano z + y = 1.

3564. Por el paraboloide de revolucién z = a? 4 y* y los planos
z2=0,y=1, y=2z, y=6 — 2. _

3565. Por los cilindros y = V'z, y =2 V=, ¥ los planos z = 0,
z+ 2z =06

3566. Por los planos coordenados, el plano 2z 4 3y — 12 =0
y el cilindro z = y2/2.

3567, Por el cilindro 2 = 9 — g2, los planos coordenados y el
plano 3z + 4y =12 (y > 0).

3568. Por el cilindro z = 4 — 2?, los planos coordenados y el
plano 2z 4 y = 4 (= > 0).

3569* Por el cilindro 2y2=z, los planos %-{-% +% =1 y &=

=0' :
" 8570. Por ‘el cilindto circular de radio=r cuyo-eje es el de orde-

nadas, por los planos coordenados y por el plano % + % = 1.
3571. Por el cilindro eliptico f;—{— y* =1, los planos z =
=12 — 8z —dyyz=A1, b f s
"8572. Por los dilindros z® 4 y® = R*® ¥y 2® + z° = R4
3573. Por los cilindros z = 4 — 3%, y = 5 y ¢l plano z = 0.,
3574 Por los cilindros o® 4y = B3, z =5 y el plano z =0
(x = 0).
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3575. Pm}3 el parabolmde h:perhélwo 5= — y‘ 'y “los ‘planos
z2=0p2 =]
- '3576: Por el paraholmde hlperbéhco z ='zy, el clhndro y=Vz
ylos planosz + y =2, y=0yz
3577. Por el parabolmda Z =g -}- y‘ el -cilindro y = x’ y-los
planos y =1 y z =0,

"3578. Por el c1lmdr;) eliptico--+— =1 v los 'ﬁiaﬂbs y=
=-E‘-.1;, y=0y z=0:(2=0).

3579, I-.;o_r el pa_raboioida 'z*—rz-—""’a el plano z=0.

3580. Por los cilindros y = €%, £ = ™%, 3 = € — y* y el plano
z=0.

3581. Por los cilindros y = Inz, y = In*z y los !planos z=0

ey+z=1. L
" 3582%, Por los cilindros z =1Inz y 2 =Iny y los planos z = 0

vzt y=2 (&>1).
3583. Por los cilindros y =z 4-senz, y =z —senz y 3 =

(.~:+y) (cilindro parabdlico cuyas generatrices son paralelas a la

rectaa:—y-{) x_[))yelplanoz=0§(0~§:c<n,y>0)
3584. Por la superficie conica z* = zy (véase la fig. 66), el
cilindro Vz + Vy =1 y el plano z =0.

Fig. 66 Fig. 67

*3585. Por la superficie cénica 4 = x (2 — z) (cono parabblwu,
véase la fig. 67) y los planos z =0y oz 2 =2,

3586. Por la superficie: z = cos z-cos y- y- los planos z = 0,
y=0z=0yz+y=n2
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3587. Por el cilindro z* +4 3* = 4, los planos z =10 y z =

43588. Por el cilindro 2? 4+ »* = 22, los planos 2z —z2 =10
y 4x — 3z = 0.

3589. Por el cilindro z® 4 y* = R?, el paraboloide Rz = 2R? 4
4+ 28 4 ® y el plano z = 0. .

3590, Por el cilindro z* + y* = 2ax, el paraboloide z == 'ﬁi'i-

y el plano z = 0.

3591. Por la esfera z? + y® - 2® = a@* y el cilindro #? - 3* =
= az. (Problema de Viviani).

3592. Por el paraboloide hiperbélico z = %y, al cilindro z® -+
4yt =agryelplanoz=0 (x>0 y>0).

3593. Por los cilindros a2 + y2 =z y 2* + y* = 2x, el para-
boloide z =2+ P ylosplanss z+ y=0, z —y =0y z =0,

35%4. Por los cilindros * + y® = 2z, 2 + y* = 2y y por los
planos 3 =z -+ 2y y z = Q.

3595. Por la superficie conica z* = zy y el cilindro (2? - »%)* =
= 2zy (I}O, y=>0, 22>0).

3596. Por el helicoide («escalera de caracoly) z =k arctg %,
el cilindro 2® + y* = R*y los plaios z =0,z =0(z > 0, y > 0).

Area de la figura plana

En los ejercicios 3597—3608 hallar las ireas de los dominies
que se indican efectuando la integraci6n doble.
3597. Del dominio limitado por las rectas z =0, y = 0, = +
= 1,

3598. Del dominio limitado por lasrectas y = z, y = 5z, z = 1.
3599, Del dominio limitado por la elipse -%-{-%:-u:i!.‘
3600. Del dominio oomprendido entre la par&bola 'y‘é‘.? zy

b
la recta Y=z

|3601. Del dominio limitado por las paribolas y = 'I/..'-:, y =
=2Vz, yla recta z = 4.

3602*. Del ‘dominio limitadoe por la. linea’ (z% 4- y®)® = 2az®,

3603. Del dominio limitado por la linea (z® 4- y%)® = 2t 4 4o,

3604.. ‘Del -doniinio. limitado-por 1 linea (22 y’)’ ='2g% (x’
— 3?) (lemniscata de Bernoulli)::

3605. Del dominio:limitado por 1a linea 2P = sz swuada
en el primer cuadrante (lazo).
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3606. Del :dominio-limitado jpor:1a’ linea (z + y)’ =y situada
en ol primer cuadrante (lazo).

'8607. Del dominio limitado porla linea (z 4 y)® = z%3 situada
enr'el nmer cuadrante (lazo).

3608*. Del dominio lnmtsdo por la linea

’)( TR Y ot P

Volumen del cuerpo. IT.

" “Bn lo§ ejercicios: '3609—3625 calcular los voliimenes de los cuerpos
limitados por las superficies. dadas efectuando la integracién triple
(los pardmetros que sé indican enlos ejercieios se cunmderan ‘positivos).

509 Por los ‘cilindros z =4 —y® y 2=y + 2 y por los
planosx——iyzr—-2

3610. Por los paraboloides z =a* + y® y 2 =a*+ 24 y los
planos y =z, y =2z y z = 1.

3611. Por los paraboloides z = 2% + y® y z.= 22° “E 2i4, el
cilindro y = 2? y el plano y = .

3612, Por los cilindros z = In (.r —}» 2)yz=In(6 —=z) y los
planos 2 =0,z +y=2y

"3613%. Por elparaholmde (x — i)’ -+~ y’— z-y el plano:2x 4~ 2= 2.

3614*. Por el paraboloide z == z* - y* y.el plano z =z + .

3615" Por. la esfera 2+ 3% + 28 =4 y el paraboloide 2% 4

+
3616 Por Ja osfera z* + y* + 2* = R?® y el paraboloide 2® +
+, =R(R—2) 3>0.

3617 Por ‘el paraboloide z = z? + 1 y el cono z! = zy.

. '3618. Por la esfera a? + y* <+ z* = 4Rz — 3R? y ol .cong 3=
= 4 (2 + 1) (se tlena en cuenta la parte de la esfara sithada Elentro
del cono).

. 8819%. (a®yt+2)P=cfz. 3620, (x‘+y‘+z‘)‘ axys.

8621, (P+yi+atP=aat. . 8622 (2yitad= _a_:j’;gf

18628 (2 2 ) = @2 (& 4 )

3624, (2 + y?)° + z* = a%z.

3625, 2 + ¥ + 22 =1, z2+y’+z°—16 zs 2 Lp =
=0,y=0,2=0{z>0, y >0, z =0)."

Area de lu |superficie
3626. Calcular la parte del plano 6z 4 3y + 2z = 12 que estf
situada en ‘el primer- -gctante.
3627, Calcular el 4rea’:de‘la parte de la superficie 2* = 27y la

cual se halla por engima: del recténgulo situado en el plano z =0
v limitado por las tegtas 2z = 0, y =023 = 3, y = 6.

17T—0176
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3628, Hallar el érea de la patte del cono z* = z® 4 y? situada
por encima del plano Ozy y recortada por el plano z = Ve (-;- - ‘1) 2
En los ejercicios 3629—3639 hallar las 4reas de las partes indi-
cadas de las superficies dadas. 5 0
3629. De la parte 22 = x? + 3 recortada por el cilindro 22 = 2py.
3630. De:la parte y® - 2% = 2® situada‘dentro del cilindro'z® +
4yt = B, '
3631. De la parte y + z* = z® recortada por el cilindro 2? —
— y® = a® y los planos y = b, y = —b.
3632. De la parte z? = 4z recortada por el cilindro ¥* = 4z
¥ el plano z = 1. . )
¢ 3633. Do la parte z = zy recortada por el cilindro z* + y* = R®
3:534. De la parte 2z = z* 4 y* recortada por el cilindro 2? +
+ =1,
3635. De la parte 2? 4 y® 4 22 = a* recortada por el cilindro
224+ y? = R (R L a)
_ 8636. De la parte 2 + y* L 2* = R?® récortada por el cilindro
2t | 1* = Rz. y oy
- 3637. De la parte a® -+ y* 4- z® = R® recortada, por la superficie
(z 4 y¥? = R? (a® — 3?). ) -
3638. De la parte z = ﬁg—z recortada por las superficies
22 4yt = 1, 2 4+ y* = 4 que estd situada en el primer octante.
3639. De la parte (z cos & 4 y sen a)® 4 2* = @® situada en el
primer octante (o << n/2). _ : ¥
3640*%. Calcular el 4rea de la superficie terrestrs (considerindola
esférica y siendo su radio R & 6400 km) comprendida entre los
mezidianos ¢ = 30°, ¢ = 60° y los. paralelos 0 = 45° y 0 = 60°.
3641.. Calcular el ‘aréa total de la superficie del cuerpo Hmitado
or la esfera a® + y? + z® = 3¢® y el paraboloide z* + y* = 24z
z>0, . . _
3642 Los ‘ejes de dos cilindros iguales, de radio R, se coftan
formando-el 4ngulo recto. Hallar el area de la parte de'la supeificie
de uno de los dos ¢ilindros,la cual se halla-dentro-del otro-¢ilindro.

Momentos” y- centro de gravedad

En los ejercicios 3643—3646 hallar.los momentos estdticos de
las figuras planas homogéneas aplicando la integracién doble (la
densidad -y ="1). ' '

3643. Del recténgulo de lados a y-b, respecto: al lado a.

3644. Del~ semidirculo Tespecto “al “didmétro.

3645;: Del- ¢iréulo’ respecto & una tangente.

3646. Del ‘hexagono tegular Tespecto-a.sutlado.
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3647.. Demostrar'que el momento estitico del triingulo de base
a, respecto a esta base depende ‘sélo.de la altura. del mismo. '

En:los ejercicios: 3648—3652. hallar los centros de gravedad, de
‘las figuras planas liomogéneas efectuando la integracién doble. -
.. .-3648.- Dela figura limitada por la mitad superior de la elipse
la cual se apoya en el gje‘mayor, ; o

3649. De la figura limitada por la sinusoide y = sen'z, ‘el ‘ojo
Oz y la rocta z = 7/4. . ) "

3650. Del sector circular correspondiente al &ngulo central o
(el radio del circulo es igual a R). : . 5 i 55

3651 Del segmento circular correspondiente al dngulo central
@ (el radio del circulo es igual a R). ,
© 3652, De la figura limitada por la linea:cerrada y* = 2% — z¢
(z>0). 2

En: los ejercicios. 3653—3659 hallar los momentos de inercia de
las figuras planas homogéneas (la densidad y = 1), .

3653. Del circulo de radio R, con'respecto a su tangente.

3654. Del cuadrado, de-lado a, con respecto a su vértice.

3655. De la elipse con respecto a su centro.
. 3656. Del rectdngulo, de lados @ y b, con respecto al punto de
interseccién de las diagonales.” '

3657. Del triangulo isésceles, de base a y la altura k, con respecto
a su veértice, - . -

3658. Del circulo de radio R con respecto al punto situado sobre
su circunfereneia. - :

3659. Del segmento de Ia pardbola cuya cuerda es perpendicular
al eje, con respecto al vértice de la pardbola (la longitud de la cuerda
es igual a a, la flecha, A). : o

3660. Demostrar que el momento-de inercia del anillo circular,
con respecto al centro, es dos veces mayor que el momento de inercia
con respecto a cualquier eje‘qué pasa por el centro del anillo y se
halla situado en su plano. . : r
%' 3661. Demostrar que la suma de los momentos de inércia de la
figuraplana Fj.con respecto a cualquier par-de ejes perpendiculares
-entre si, que s¢ hallan situados en el mismo plano que la figura y qué
pasan por un ‘punto inmévil O, es una magnitud constante.

3662*. Demostrar que el momento de inercia de la figura plana,
comurespectosazunieje es igual a'Md? +- I, donde M es'la masa dis-
tribuida por la superficie; d es:la distancia que media entre el ejé
v-el centro-de gravedad.de:la figura; I, es-el momente de’inercia con
tespecto-al eje que’es:paraleloral oje dado yique pasa por el contro
de gravedad de la figura (teorema de Steiner). ' : :

17*
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En los ejercicios 3663-—3665 hallar los ‘momentos: estaticos de
los cuerpos hotiogéneos (la densidad y = 1). - 3

3663, Del paralelepipedo recto, de aristas a, b y ¢, con respecto
A Sus caras.

3664. Del cono circular recto (el radio de la base es R, la altu-
ra H), ¢on respecto al plano que pasa por el vértice siendo paralelo
a la base. . z -

3665. Del cuerpo limitade por el aljpsoida%+%+§z-= 1y

el plano Oxy con rtespecto a este inismo,

En los ejercicios 3666—3672 hall;a_r_'l_o_s centros de gravedad de los
cuerpos homogéneos limitados 630]? lTos planos dados. '

3666. Por los planos z =0, y =0, 2=0, z=2, y=4y
z 4+ y 4+ z = 8 (paralelepfpedo truncado).

3667. Por el.elipsoide %4—-—%—:—-{-%———1 y los planos coordena-
dos (se tiene en cuenta el cuerpo situado en el primer octante).

3668, Por el cilindro z: = 1_!2_ y los planosz = 0, y =0, 2 =0
y 2243y —12=0. ) -

3669. Por los cilindros y = V/z, y = 2 V z y los planos z =0
yz+z =50 : . '

3670. Por el paraboloide z = ?fi-‘-;i v la esfera z? 4 y* 4~
4- 22 = Ba? (z2>0)." ' i
3671, Por la esfera 2% +4 4%+ 22 =R y el cono ztga =
= )/ 2 F y° (sector, esférico). -
Y3672, (a® -y -+ 7P = a2

x

En los ejercicios-3873—3674 hallar los centros de-gravedad de.das
superficies homogéneas,
3673. De la parte de la esfera situada-gn-el primer octante.
'.3674. De la parte:.del, paraboloide z? 4 y* = 2z recortada por
elplano z = 1. T R '

En los ejercicios 3675—3680 hallar los' momentos«de. inercia-de
los cuerpos homogéneos cuya‘masa es-igual a M.

3675. Del paralelepipedo ‘récto, de..aristas.a,.b, ¥ ¢, con res-
pecto-& cada una de las mismag. §con!respecto-al centro-de:gra-
vedad.

8676. De la esféra con respecto & una tangente recta.
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-

5 —-—-—1 con respaaw a cada uno

de sus t.res e:es ; by W7 e 9 "

- 8678. 'Del «cilindro cireular reuta (el radié de la base es R, la
altura, ‘H), con Tespecto, al. di&mstro de la base y con respecto al
dlémetro ‘de su ‘sbecién media. -

'3679. De la ésfera vacia-cuyo radio extenor es lg-ual a R y el
‘mtarm'"" con respecto al didmetro.

3680; fﬁel ‘paraboloide de mvolumfm (de rad:o de ‘Ja base R
y de altura H), con respecto al eje:que pasa por su centro de gra-
vedad'y-es perpendicular al: e]e de revglucién (momento ecuatorial),

7 En'los, .ejercicios 3681-3683 calcular los momeéntos. de inercia
do las partes indicadas de las auperﬁmes homogenaas (1a masa de
cada parte es igual a M).

3681. De la superficie lateral del.cilindro (de radio de la basé
R y la altura H), con respecto al eje que pasa por su.centro de grave-
dad y. es, perpendicular al éje del cilindro.

3682. De la parte del paraboloide z® -+ PP = 2 recortada por
el plano z = ¢, con réspecto al eje Oz

3683. De la superficie lateral del cono truncado (los radws de
1a base son 1gun1es a R y r, la altura H), con respecto a su eje.

Diversos problemas

3684. Hallar la, masa de una ldmina. cuadrada; de lado 2a, si
la densidad del material de la misma es. pr0porclona1 al cuadrado
de distancia a partir del punto de interseccién de las diagonales
y en las esquinas del cuadrado es igual a 1. .

3685. Un anillo plano estd limitado por dos circunferenciag
concéntricas cuyos radio son de R y r (R > 7). Tomando en con-
sideraci6én gue la densidad del material es inversamente proporcional
a la distancia desde el centro de las circunferencias, hallar la masa
del.anillo. La densidad sobre.la circunferencia del circulo interior
es ignal-a 1.

3686, Una figura, lim:tada por una elipse de semiejes a y b,
lleva:distribuida sobre si. una masa de tal modo que su densidad
es proporcional a la distancia:desde el eje mayor, siendo igual a y a
la unidad de distancia del mismo eje. Hallar toda la masa.

3687.  EL cuerpo estd limitado por dos superficies esféricas con-
céntricas cuyos radios son iguales.a r y R (R > r). Teniendo en
cuenta que la densidad del material es inversamente proporcional a la
distancia desde el centro de las esferas y que a la distancia igual
a la unidad, la densidad es igual a ,.hallar toda la masa del cuerpo.
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. 3688. Calcular la masa del cuerpo limitado por un cilindro cir-
culer recto de radio R y de altura H si su densidad en cualquier
punto es numéricamente igual al ¢uadrado de distancia que- media
entre este mismo punto. y el centro'de la:base del cilindro.=:

3689*. Calcular la masa_del cuerpo limitado por un cono. cir-
cular cuya altura es igual a k& y el dngulo formado entre el eje y la
generatriz-es igual a «. Se debe tener en cuenta que la densidad es
proporcional al n-ésimo grado de distancia desde el plano trazado
por el vértice del. cono paralelamente a la‘base siendo-igual a s
a la distancia igual a la unidad (rn > 0).

. - 3690. Hallar la masa de‘la esfera de radio R teniendo en cuenta
que la densidad es proporcional al cubo de distancia desde el centro
e igual a y, a la distancia igual a la unidad.

. 3691. Hallar la .masa del cuerpe limitado por el paraboloide
#* 4 y* = 2az y la esfera z® 4~ y® + 22 = 3a® (z > 0), si la.densidad
en cada punto es igual a la suma de los cuadrados de coorde-
nadas, 4 ) ;

. .3692*%. La densidad de la esfera 2® + y* + 2% < 2Rz en cual-
quier punto suyo numéricamente .es ignal al cuadrado de distancia
que media entre este punto y el origen de coordenadas, Hallar las
coordenadas del centro de gravedad de la_ esfera.

3693*. Hallar el momento estdtico de la parte comin de las
esferas 2® + 32 + 2 < R? y 22 - y® + 27 < 2Rz respecto al plano
Ozy. La densidad en cualquier punto del cuerpo numéricamente es
igual a la distancia que media entre este punto 'y el plano

y3694*. Demostrar que el momento de inercia de un cuerpo con
respecto a cualquier eje es igual a Md® + I., donde M es la masa
del cuerpo, d, la distancia desde el eje hasta el centro de gravedad
del cuepro, e J. esel momento de inercia con respecto al eje que es
paralelo al eje dado y que pasa por el centro de-gravedad del cuerpo
(teorema de- Steiner; compérese con el ejercicio 3662).

Resolver los problemas de los ejercicios 36953698 basdndose
en la ley de gravitacién universal de Newton (véase la indicacién,
anteé el ejercicio 2670). : PR i g ;

3695. Sea dada una esfera-homogénea de radio R y de densidad %.
Calcular la fuerza con la cual atrae él punto'material de la masa m
que se encuentra a la distancia;igual ‘a'a (a-= R} de su centro: Mos-
trar-gue la fuerza de interacciénés‘tal cual si todala masa de'la esfe-
ra estuviese concentrada en su eceniro. 7 WA

' 3696*. Demostrar que la fuerza’ de interaccién newtoniana entre
dos esferas homogéneas es tal cual silag masas de las esferas:estu-
viesen conceniradas en sus -centros.
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3697. Sea dada.la esfera maciza heterogénea z® + y* + 28 L R?

cuya:densidad varfa de acuérdo-con la ley v = Az%. Galcular la fuerza
con la cual atrae el puntdiimaterial de masa m, i éste se halla en el
eje z, a la distancia igual a'2R del centro dela esfera.

3698: Sea' dado un ‘cu homogéneo limitado por dos esferas
concéntricas (capa esférica). Demostrar que:la atraccién que ejerce
esta capa sobre un punto situado dentro de la ‘cavidad del cuerpo;

-es igual a cero.

Se 1lama el centro de presién al punto de aplicacién de la-resul-
tante de todas las fuerzas de presién sobre la figura plana dada
"(todas lag fuerzas de presién son perpendiculares al plano de la fi-
gura), Determinando las coordenadas del centro de presion’‘se parte

del concepto de que el momento estitico de la resultante (es decir,
de la presién sobre toda la superficie) respecto a cualquier eje es
igual a la suma de los momentos estdticos de cada fuerza por sepa-
rado respecto al mismo eje. Partiendo'de todo lo sobredicho resolver
Tos problemas de los. ejercicios 3699-—3701.

3699. Hallar el centyo-de presién del rectangulo de lados.a y b
{a = b) cuyo lado ‘mayor se halla situado a lo largo ‘de la superficie
libre del liquide, ¥ el plano del rectingulo es perpendicular a esta
superficie. Y #

Mostrar que la posicién del'centro de presién, respecto al réctdn-

gulo, no sufrird ningin cambio si el plano del recténgulo esté incli-
nado hacia la superficie del liguido formando el 4ngulo a (& ==0).
:Cémo cambiarfan los resultados anteriores si el lado' mayor @ estu-
viese situade no en la superficie del liquido sino a la profundidad k
{siguiendo paralelo a la superficie)?

.+ 8700.. Un tridngulo de altura % se halla situade.en el plano incli-
nado hacia la superficie libre-del liquido formando el dngulo o
iA qué profundidad se halla el centro de presién de este tridngulo si:

a) la base del tridngulo estd en:la- superficie del liquido;

b) el vértice estd en la superficie y la base es paralela a ésta?

8701, Hallar el:centro de presién de la figura limitada por una

slipse'de semivjes @y b(a > b), si*el sjo mayor es perpendicular a Ia
superficie del liquido y el'extremo superior del mismo eje se encuentra
a-la distancia & de‘'la superficie:: o

_ 3702*. Demostrar que la presién del liquido sobre una superficie
plana sumergida libremente al agua es igual‘al peso'de la columna
cilindrica de este liquide situado encima de la superficie si ésta
esiilé sit_uada horizontalmente a la profundidad de su centro de gra-
vedad.
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§ 5. Integrales. impropias
Integrales dependientes del
pardmetro

Integrales impropias dobles y triples

En los ejercicios 3703—3711 calcular las integrales impropias
o probar su divergencia.

i o dzdy ¢ ¢ dzdy

gro3. | | =i 3704, —_1+ o
-~ 1 -co —w(i .

5705, | | it 3706. E e-1=1-1v\dz dy.

3707. 5 (z4y) e+ dzdy. 3708,

i,
§

j zye~="=v? dz dy.
(1]

9
3709+, je (34227 008 @-+01) i dy.
L]

. . oo oo £ ey
dzje vidy, 3741 § dz_l.a:e- FTda:.
En los ejercicios 3712—3715 esclarecer cudles de las integrales

impropias tomadas a lo largo del circulo de radio R con el centro
en el ongen de coordenadas, ‘son convergantes

3712. H 1nV55"—dxdy 873, H ,ﬂz e dxdy.
D.

3710,

Ot g Oty g St g ot—g

3714 SS;_;.:(_:L!'.& d.‘cdy. :._ 3715. j S ‘o8 (z2+ p?) e a_J_-::

i
3716. éPodria ser saleccionadu el nﬁmem m de tal modo ‘que
: dz dy
la integral impropm S Sw extandnda por todo el plané

&ea convergente? :
En-los a]ermcma 3747 —3719 r:.alcular las int.egra]es impropias:

dedyds 2] eer zydrdyd
3n7. i .E :_i T e ! i i_"—_{_1+xz+y2+,2]s-

-



-- § 5.Integrales impropias: 265

=1 . ” [ . e . e, :
3719+, P emet-nt=at g dy da.
En los ejercicios 3720—3722 esclarecer si son convergentes las
integrales impropias tomadas sobre la esfera @ de radio R con el
centro en el origen de coordenadas.

2734, HS WYELPEE o ds.

T3 ylef st
o

ar22. | & § T da dy da.

3723. Caleular la integral S 55 In (3® + y® -+ 2%) dx dy dz,

donde el dominio Q es una esfera de radio R con el centro en el ori-
gen. de coordenadas, ] .

3724*. Caleular el volumen del sélido limitado por la superficie
z = (22 4 y%) e~="+¥ y el plano z = 0.

3725. Calcular el volumen del sélido limitado por la superficie
g = z3y%~0"+v") y el plano z =0,

3726. Calcular el volumen del s6lido limitado por el plano z = @
y por una parte de la superficie z = ze~=*+¥") situada por encima
de este plano.

3727. Sea dado un sélido homogéneo limitado por un eilindro
circular recto (cuyo radio de base es R, la altura, H, y la densidad, ).
Hallar la fuerza que obra sobre el punto de masa m situado en el
centro de la base del cilindro.

3728. Sea dado un s6lide homogéneo limitado por un cono
circular recto (cuyo radio de base es R, la altura, #, y la densidad, v).
Caleular Ia fuerza con que este s6lido atrae el puntv de masa m
situado en el vértice del cono. 3 :

3729, Sea dada una esfera maciza heterogénea de radio R cuya
densidad y y la distancia desde é] centro r estdn unidas por la rela-
cién y =a — br (a >0, b>0).

a) Hallar las constantes ¢ y & si es sabido que la densidad media
de la esfera es v;,, ¥ la densidad sobre la superficie dé la esfera es y,.

b)-Calcular la fuerza de atracci6n ejercida por-la esfera sobre
el punto de masa m situado sobre la superficie de la esfera.
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Integrales dependientes del pardmeiro. .
Regla de Leibniz

3730. Hallar el ;domimo de definicién de la iunclon f(@)=

1
. b

) Vata.
2n
3731, Hallar la curvatura de la linea y= ‘ sena:da en el punto
E
cuya abscisa es z=1.

b
3732, Valiéndose de la igualdad g =-i-1n (1--ab), obte-

L
] |i-laz
ner la siguiente férmula derivando respecto al parimetro:
S 1 | b
i(i—i—w e e

3733. Partiendo de la igualdad 5 -r : arctg-w- calcular

b
. dx
la mtagml g W)T.
]

3734. Partiendo de la igualdad Sﬁf -5 =-;|_a calcular la integ-
o

ralj (j:?-__jfnz}n (n es un entero positivo).
0

3735. Calcular el valor de la i:nte_gmlf'l_fi e %z dz (n es un

o0

entero positivo) para a>0, después de haber hallado e""‘. dz.. .

3736, Partiendo d‘a'ul'a 1gualdad (véase el ejam;cm 2318)

F z
_E alcnsﬂz+blnen=x 4 ?;nbi hallar 5 o

En los ejercicios 37373749 oalcnlar las mtagrales denvando
respecto al paramatro.
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- x v ¥ > Lol ' —gmaxd y
3737, { 1= 0 (> —1)." 3788, {2 -;;I dz (@>—1).
0
1
3739, | =ch8er . 3740. glﬂ—_@-dx(aﬂ<ﬂ).
x —_—a2 2 yfl
. -
3741, (282 g, 3742, l"fi_—“"_‘*fldx (@t <1).
BT g Vica )

In(1+acoax)dz (@< )e

cosx

3743.

3744, (In (i?ﬂi)"__— (a2 << 1).

{—asenz sen x

3745,

at——-as o&-——gaqa St Sl—mig [ S Qk——38

i‘-‘—}-—dx (a > 0) sabiendo que Se-“‘ d..-;=— V -5-
]

{a>0). (véase el ejercicio 2439).

—ax?

~bxt
3746%. \ *—Z"—dz (2>>0,b>0).

sen bx—sen cx
x

3747, | e*

dz (a>=0).

3748, | eoxeosbz—cl8ezyy  (g>-0).

3749*. \ In (a?cos?z--b2sen? x) dr.

ct_aqbqa Stmg St——p St

b

£
3750. Después de calcular la integral j%‘?x]dx. hallar
o ;
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1
3751. Valiéndose de la igualdsd é_a:" da.=

; _1}_.1 , calcular la

n

integral
1':‘5— &
| e (e>—1,p>—1).
0

3752. Valiéndose de la igusldad EaS e=ad?dy =1 (véase el

]
&t b2

ejercicio 2439), calcular la integral 5 (e F—e 3)dz.

o —2t2 g 0) de 1
V: ’/"‘ie z (x>0) de la

relacion \ e~**dz= Vi integral de Poisson) y utilizarla para
e g

3758, Deducir la igualdad ——=

0
calcular las integrales (integrales de difraccibn o de Frespel):

 Jumse, oy Jr

Diversos problemas -

3754. Sea la funcién f(zx) continua para z220, y cuando z—-0
la funcién f(z) tiende al limite finito f(co). “Tomando todo esto
en consideracién demostrar que si a>0 y b>0, se tiene

( fan)—i@a) 5 w
§ =02 gy = (£ (00) — 1 (O)) I £,
En los ejercicios 3755—3756 calcular las integrales aplicando

el resultado del ejercicio 3754.

o = " b

3755. inl‘ctg az-:nl'cl.gbr,d:. , 3755 Sc_“.‘t ;—g—.-‘ﬁ

8757*. Sea la funcién f(z) continua para 220 y la integral

dx (n:>0}

: S-—u dz convergente para cualqu;er A>0. Demostrar, tomando en
cons:deramén todo esto, que ‘si a>0 y .b>0, se tiene

S f (as)";—! 2 4. 7(0)1n _2_ . .(Compérese. con. el -ejercicio. 3754.)
d
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En los ejercicios -3758—3762 calcular las integrales aplicando
¢l resultado del: ejercicio. 3757 @=>0, b>0). i !
3758. i.i:'.-ﬁdx 3759, | cesaz—cos b g0

m_‘”.&”” . 37_5L

3760,

i B g

bisen ax —a sen bz

- 8

Mt 1 w'mﬂ_z
3762'.50 .

3763* La funcién de Laplace se define asf: @ (z)=-——-;_£" 5 e~ dt
1]
(esta funcién desempefin un papel muy importante en la teoria de
probabilidad). Demostrar las relaciones:

1

aV=
8764*. Las funciones si(z) y ci (z) suelen ser definidas del modo
siguiente:

1 f@(az)dz—» Tt oD (ag): 2) Y 1—( m;--L
) ) - . d [ z) o .'/5 .

8i({r)= — S Se—f—‘d't {¢seno integrals) y ci(z)= — sz—“ dt («coseno
integrals). arDanﬂ.o-.sltrar que *
Tsanzsi(a:)dxﬂ ;Bc.osxci(x}dxm -—%,
3765*, Lacfuncifm Jo(z) de;.inida por la igualdad
S
P

J.,(x)-:%icos(zsene)d&

se llama funcién de Bessel de orden cero. Demostrar que:

P e ;
1) ie Jo@)de= e (a>0)
-’1—, siaz=1;

oo 2
2) | 2= 7o (0)de=1 axcsena, sila|<t;
0

£

FLg .
e siasC —1.
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3766. Demostrar que la funcién y= %dg satisface la ecua-

ot_—g

citn diferencial y" -y =1/z.
3767*. Demostrar que la funcién y= I(z’— 1)™1¢* dz satisface
la ecuacifn diferencial zy" 4+ 2ny' —ay= 0

3768*. Demostrar que la funcién y= | ———=dz. [‘satiafaee la

.E e

ecuacién diferencial zy"—2ny’ -l-ay=1.
3769, Demostrar que la funcién de Bessel de orden cero

o (z) == j cos (z sen 8) d0 sati sface la ecuacion dlferenclal J HEIES

+50 o)



Capitulo XIIT
Integrales curvilineas
e.integrales de superflcle

§ 1. Integrales curvilineas
de primer género®)

Cdleulo de integrales
NEn los ejercicios 3770—3775 calcular las integrales ‘curvilineas,

| [3770. é—"-“_"—‘ donde I es un segmento de la recta y—-i—a: 2

comprendido entre los puntos 40, —2) y B (4, 0).
3771. Sa:y ds, donde L es el contorno de un rectdngulo cuyos

L
vértices son A4 (0, 0), B (4, 0), C (4, 2) y D (0, 2).
3772, 5 y ds, donde I es un arco de la pardbola y* = 2pz, recor-

L
tado por la parfbola z* = 2py.
M3773. 5 (x%+ y*)"ds, donde L7 es la circunferencia

L
z=acost, y=uasent

3774, Sxy ds, donde L es la cuarta parte de la elipse r-:;—{--'

A
2
+?"'z- —1 situada en el primer cuadrante.

3775. 5 ¥/ 2y ds, donde L es el primerJarco de la cicloide
A
z=a(t—sent), y_a(i—cost}
3776. Deducir la f6rmula para calcular la integral S F(z, y)ds
en coordenadas polares, si la linea L viene dada por ln ecuacidn
p=r(® (0 <P<P) :

<% Agi, denommarnmns las xntegmlms detipo 5 f (z, y)ds. donde s es Ia
longitud. (Nota del T.)
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37T, Ca]cu]ar Jla, mtegral S(x-—y) ds, dopde L es la cir-

cunferencia 2?® - 1 = ax.
3778. Caleular +la integral 5x'|/a:2 y*ds, donde L es una

linea dada por la ecuacidn (z®* + yn)z = a® (2 — y?) (z > 0) (mitad
de la lemniscata).
3779. Calcular la integral Sarctg-g-ds, donde L es una parte
) .

de la espiral de Arquimedes p=2¢, comprendida dentro de un
circulo de radio .R con. el centro en ol origen de coordenadas.

3780. Calcular la integral 7—75, donde L es la primera
§ m

espira de la hélice z=acost, y=asent, z=at.

3781. Calcular la integral S zyzds, donde L es una cuarta parte
L,
de la circunferencia z?®-j-y®--22= R2, z2+y3=-§ , situada en el
primer octante. '

3782. Caleular la integral | (2z2=1 2¥+y%)ds, donde L es la
primera espira de la linea helicoidal cénica
x = 1 ¢os i, y = tsent, z =1
3783. Calcular la integral S (x';{- y) ds, donde L es una cuarta

parte de la circunferencia 2? -|- e + z‘ R?, y = z, situada en
el primer octan'te: " ...+ ;

Aphcacwnes de las mtegra!es

3784, Hallar 1a_masa de un f.ragmento dé la linea y = = In z
comprendido entre; los .puntos cuyas-abscisas son z, .y x,, 8i la den-
sidad de la-.lmea en cada punto es 1gual al cuadrado de la abscraa
‘del ‘punto; ' Tt S :

3785, Hallar la masa de un frngmento de la catenaria y = a ch—

comprend:do entre 10s puntos cuyas absmsaa son-z; =0 ¥ 25, = a,
si la densidad de la linea en cada punto es. inyersamente proporcmnal
a la ordenada del puito siendo. la ‘densidad’ en-el-punto: (0, a) igual
a 8.
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.3786. Hallar la-masa de q_ﬁa’c_ﬂart& parte de-la elipse z = a cos ¢,
¥ = bsen ¢, situada en el primer cuadrante si la densidad en cada
punto es igual a la ordenada de pste punto.

3787. Hallar la masa de la pr'imei'a espira de la hélice z - a cos't,
y =.asen i, z == bt, cuya densidad en cada punto es igual al cua-
drado. del radio polar de. este punto.

.. 3788, Hallar la masa-del arco de la linea z =t e cost; y =
= ¢"sen ¢, z = ¢ ‘desde el punto correspondiente a ¢ =0 hasta un
punto eualquiera si la densidad del ardo es inversameunte. proporcio-
nal al cuadrado del radio. polar y en el punto (1, 0, 1) es igual
= ¥ 1 ;

3789 Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la pri-
méra semiespira de la hélice x = a cos ¢, y = @ sen 1, z = bt, con-
siderando la densidad constante.

3780. Calcular el momento estdtico de la primera espira de la
linea helicoidal cénica x = ¢ cos £, y == tsen t, z = £ con respecto
al plano Ozy, considerando la, densidad proporcional al cuadrado
de distancia desde este plano p = kz2. .

3791. Calcular los momentos de inercia, con respecto a los ejes

de coordenadas, de la primera espira de la hélice z = a cost, y =

h
=asent, z= 2—,[:.

En los ejercicios 3792—3797 caleular las areas de las partes de
las superficies cilindricas comprendidas entre el plano Ozy y las
superficies indicadas.

3792, B4 yi=RE, z=R+Z

3793. y*=2pz, 2=V %pz—4z

379, =5 (z—1), 2=2—V3Z

3795, 4 yt=R: 2Rz=ay. .

3796. §+S—y:-=‘l. g=kx y =0 (é;d} ("herradura cilin-
drica®).

8797. y=V2pz, 1=y y z=p.

3798. Calcular. el drea.de:la superficie recortada, de un cilindro
circular de radio £ por otro cilindro;semejantg si los ejes de estos
dos cilindros se cortan formando el ingulo rocto {(compérese con la
solucién del problema en el ejercicio 3642).

1680176



24 _ GapuXIIL, Tuteprdlés eurvilineas

+ 3799, Hallai el drea da una pavte -de ‘Ja superflcle del cilindro
2% 4 ¥ =2"Rz éomprendida dentro dé 1a’ esfera & - y® 5% = R2.

De wcuerdo con ld ley Biot — Savart; el elemeuto de corriente
ejerce la aceién sobre la masa“magnética m con la Tuerza igual @

—--—mf sonads. ¥ donde I es la cotriente, ds s el elemento de longitud

del cpnductur r es_la dlstnncm que media entre el elemento de co-
rriente 'y la masa magnética, o es ol angu]o formado ontee la direc-
cién ‘de la recta que une la masa magnética y el elemento de co-
rriente, y ladireccién del mismo elemel;lto de corriente. Dicha fuerza
estd dirigida, siguiendo la normal, hacia el plano que cantiene el
elemento de corriente y el punto en que se halla sitjada la migsa
magnética. La direccién de la fuerza se establece’ ‘de acuerdo con la
regla de Ampére (también- la regla del sacacowhns} Partienido: de
esta” ley, tesblver los- problemas de los ejercicios 23800--3805.

*'3800. Hallar la ‘fuerza’ con _que-la corrienté I en un "conduetor
rectilineo infinito ejerce su accién sobre el punto de masa magné—
tica m situado a la distancia a desde el conductor. _

3801. Por el circuito de forma cuadreada cuyo lado es 1‘ pasa.-.
la corriente 1. }Con qué fuerza dicha corriente actiia sobre el puuto
de masa magnética m situado en el centro del cuadrado?

3802. Mostrar que la corriente 7 que-pasa por el arco de la linea
cuya ecuacién en las coordenadas polares presenta la forma p =
= p (¢), ejerce la accién sobre el punto de masa magnética situado
en ‘el polo aplicando la fuerza™

y

f=ml |

?y

3803. ¢Con qué fuerza actiia la corriente / que pasa por un cir-
cuito cerrado eliptico, sobre el punto de masa magnética m situado
en el foco de la elipse?

3804. ;Con qué fuerza actfia la corriente / que pasa por un:cir-
cuito parabélico infinito, sobre el punto de’masa magnética m
situado en el foco de la . pardbola? La distancia que media entre.el
vértice y el foco es igual a pi2. :

3805, ¢Con qué fuerza actia la corriente I que pasa por un clr-""
cuito circular de radio R sobre el punto, de masa magnética m- situado
en el punto P que se halla a la distancia # desde el plano del circulo
y-en’la perpendwulsr ‘levantada,"en el “centto del- mismo?

~1Para’ qué valor- de P -ésta’fuerza serfa maxima ‘siendotih dada?
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§ 2. Integrales curvilineas
de segundo género*)
Cdleulo de integrales
En los ejercicios 3806-—3824 calcular las integrales curvilineas.
3806. S z dy, donde:L es el contorno de un tridngulo formado
L : ¢
por:los -ejés de coovdenadas y- la- recta -E--I—%n:-i en- direceién
positiva (es decir, en sentido contrario al de las a'éfg.jas'del reloj).
3807. j z dy, donde L es un segmento do la recta 3- + "'i =1
L

desde el punto de su interseccién con el eje de dbscisas hasta el
punto de su interscccién con el eje de ordenadas.

3808. 5 (2* — y*) dz, donde L es el arco de la pardbola desde

[l

el punto (0, 0) hasta el“punto (2, 4).
3809. E (2* 4+ ¥*) dy, donde L es el contorno de un cuadrilitero -
cu.yoq vertlces se hallan en los puntos 4 (0, 0), B (2, 0), C (4, 4)

v D (0, 4), indicddos segiin el orden de recorrido.
(m, 2m)

3810. —zcosyde+ ysen zdy a lo largo del segmento
) o, 0
que une los puntos (0, 0) y (m, 2x).
(, 1)
3811. S zy dz + (y — 2) d a lo largo de la linea 1) y = =,

2}9*“9:’ 3)y‘-’-—z.4)y—-v’
a, 1)
3812. j 2ry dr + 2* dy a lo largo.de la linea 1) y =z,
{0, 0)
Nuyma,Hy=2481"=u=

. 3813. S y dx + z dy, donde L es el. cundlante de 1a circunfel en-

a

c:laxr-Rcost y,,-Rsenidesda tl-—Dhasta tgﬂ:c}2 5

1 Asi denominaremos las integrales de tipo I P (r, y) dz - Q (:. y) dy

(Nota del T.)
18¢
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3814. } ydv — ady, donde L es la elipse z =acost, y =

L
== b sen ¢ recorrida en sentido positivo.

= —a2d, s g
3815. Sf%—l—:ﬂéy' donde L es la semicircunferencia z=

—acost, y—asent desde t, =0 hasta I;=nm.
3816. j (%¢ — y) dv — (a — y) dy, donde L es el primer arco

L
(desde el origen de coordenadas) de la cicloide = = a (¢ — sen 2},
=a(l — cost)
S 3
3847, 5 ﬂ%—-fﬁi, donde L es la cuarta parte de la astroide
L Iy .3
= Rcos®t, y= R sen®t desde el punto (R, 0) hasta el punto (0, R).
3818. 5 zde -+ ydy + (x + y — 1) dz, donde L es un seg-

L
mento de Ja recta desde el punto (1, 1, 1) hasta el punto (2, 3, 4).
3819. 5 vz dx -+ zx dy + zy dz, donde L es un arco de la hélice

L
r=Recost, y =R senti, z= %desde'el punto de la interseccidn

de la hélice con el plano z = 0 hasta el punto de su interseccién
con el plane z = a.
(4, 4, &)
3820. zdr-ydy-tzds

a0z Yo R T p—ys

3821. E y? dz -+ 2® dy 4 z* dz, donde L es la linea de intersec-

a lo largo de la recta.

L

¢ibn de la esfera a® + y® -+ 3° = R® y del cilindro 2* +y* =
= Rz (R >0, 2 > 0), siendo recorrida, en el-proceso de integra-
¢cién, en sentido contrario al de las agujas del reloj si se mira desde
el origen de. ¢oordenadas, . - . - i el

Férmula de Green -

En los ejercicios 3822—3823 transformar las integrales curvili-
neas tomadas a lo largo de los contornos cerrados L, €n sentido
positivo, ‘en las.intégrales dobles sobre 1os dominios limitados por
estos mismos contornos.. B

3822 | (1 aYyde 4z (44 ¥ dy.

i
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3823, 5 (e* + 2z ®os y) dz + (% — * sen ¥) dy.

L
‘8824, Calcular la.integral del ejercicio 3822 de dos modos con-
siderando la circunferencia 2® + y* = R® como contorno de: inte-
gracién L: ] =
1) directamente, 2) aplicando: la f6rmula do Green.

3825, Caleular la integral S(.ry+.x+y)dx+_(xy+x--y)dy,'

. : R T
donde L es: 1) la elipse —':%—]—%:’ai; 2)' la_circunferencia %4
4 y* = az. La i‘]nte_gracién“ debe efectuarse en sentido. positivo.
(Caleular la integral de dos modos: 1) directamente, 2) aplicando

la formula de Green).
3826. Demostrar que la integral

5 (yad -+ e¥) da 4 (xy® + ze¥ — 2y) dy
L
es igual a cero, si L es una linea cerrada y simétrica respeclo al eje
de coordenadas.
3R827. Valiéndose de la férmula de Green calcular Ja diferencia
entre las integrales

L= { @typde—(z—ypdy

AmB

L= { (e+ypde—(z—ypdy,
AnE
donde AmB es un segmento de la recta que une los puntos 4 {0, 0)
y B{1, 1) y AnB es el arco de la parébola y = z®.
3828. Mostrar que la integral

q{.ccos (N, z) + ysen (N, x)} ds,
T

donde (N, z) es un angulo formado por la normal exterior a la linea
y por la direccién pogitiva del eje de abscisas, caleulada sobre el
contorno cerrado L en sentido positivo, es igual al drea doble de la
figura limilada por el contorno L.

3829, Demostrar que la magnitud de la integral 5 (2zy — y)dz +

L - & o -
-+ 2% dy, donde L es un contorno cerrado, es igual al drea del dominio
limitado por este contorno.
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3830. Demostrar que la integral S @ () de - [2¢' (3) ++ 2*1 dy

L
£s igual al momento de inercia triple de nna figura plana homogénea
limitada por el contorno L, respecto al eje de ordenadas.

Indépendencia de la integral del contorno de integre-
cién. Métodos para hallar la funcidn primitiva

En Jos ojercicios 3831—3835 probar que las integrales tomadas
a Jo largo de los contornos cerrados son iguales a cero cualesquiera gque
fnesen las funciones que forman parte de los integrandos.

3831, {0 (@) dr 40 (1) dy.

e

3832. | f (zy) (y dz + = dy).

3833, f(%)ﬁ:_vﬁ,

e

w34 \fle++Ffle—lde+[fz+y) —Fflz—pldy.

3835, | fla? + yt 4 2°) (v dr + y dy + 5 dz).

ey [ ey |l

zdy—ycf.r.

“SEp tomada a lo largo

3836*. Demostrar ;;ue la integral g
%

de cualquier contorno cerrado gue encierre el origen de coordena das,
en sentido positivo, os igual a 2m.

8837. Calcular la integral 52‘—1"_}__{;“'7? a lo largo de la eircun-

I

ferencia 224 y*==1 en sentide positivo. ) ) -

IEn los ejercicios 3838— 3844 calcular las integralés curvilineas
de las diferenciales totales. _

(2. 3) - 2. 1)
3838, | ydetady. 3839, { 22ydetatay.
-, 2)- (0: )
5. ga)._z i 4.t
3840, {.:35” o {el origen de.coordenadas ni) se halla ‘en

el contorno de inteégracién).

(Pgy il ’
3841, xdx-ydy

VEETVEY donde  los . -puntos Py P, ostin
o VEHP e e
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sitiados sobre. las: circunferencias. coneéntricas :cuyos centros se -
hallan' en ‘el origen de coordenadas y los radios son iguales & R,
y Ry, respectivamente (el origen de coordenadas-no se halla en el
contorno de integracidn).
(2,1, 3)
3842. { zdz—yrdy+zds.
1, -1, 2)
(3. 2,00
3843, " yzdr 4z dy 4y da.
(1,2 2
(8,9, 1}
3844.. 'md“'fi‘:d:;?’ &= (e¥contorno de - integracién no
1,2, 8 e
corta la superficic z="§
Bun-165 ejercicios 3845--3852 Liallar. las funciones stcndn‘d‘adaq
las diferenciales totales.
.0 8845, du-= 2% dz + ° dy 3846. du = 4 (2% — y®) (& d.fc —
— ¥ dy). :
3847, du (z+2y)d£+ydy

g : (H-sr)z
o a2 Y T
3848. du— —2 1/:=+.uz ol (_——yz Lt ]d

=2, S

3849. du=[ 4= =2 2| de [ g — v ] .

3850, du-(?xmsy y sena.)d:c+(2ycos¢-——x%en_;)dy
3851, du= 2= g, +(1_1_;,2 +1) ay.

(1222
- C_ (By—x)dz4(y—3z) dy
3852, du= (a:-!-y)?‘_ 4

© 3853, Seleccionar el nimero n de tal modo gite la expresion
w sea la diferencial tcml Hallar la funcién corres-
(2 4y
pondiente.

3854. Seleccionar las @ y b constantes de tal modo que la

(24 22y + az?) dx —(a 4-2zy 4 byt dy
exproesién TV sea la diferencial-total.

Hallar la funcién corrsapondlente

En los ejerciciog 3855-3860 hallar las Fungiones siendo dadas
las diferonciales totales.
dr~=dy - dz
3855. d“__“"_'z+_;+z
! zde-t-ydy+sdz yzdx—{-xzdy-[-zyd:
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2 (zzdy 4 zy dz—yz dz)

. (z—y3)?

3859, dy e EZ30y Sy—zd T g
. 3 22 '

3858.. du

¥
3860. du—=e* dz+

v i
z

+(e?(f+f)+zeyz] dy_l_(__e (zz;f't”’ "|'-"yev;+3_=) dz.

Aplicaciones de las integrales

En los ejercicios 3861 —3868 calcular las ireas de las figuras limi-
tadas por las lineas cerradas, mediante la integral curvilinea.

3861. Por la elipse x =acost, y = bsent.

3862. Por la astroide z == @ cos®{, y = a sen® .

3863. Por la cardioide x = 2a cos ¢ — acos 2, y = 2asen't —
— a sen 2i.

3864*. Por el lazo del folio de Descartes &* 4 y* — 3azy = 0.

3865. Por el lazo de la linea (z + y)® = zy.

3866. Por el lazo de la linea (x + y)* = «™y.

3867%. Por la lemniscata de Bernoulli (z® - 3%)® = 2a® («? — 34).

3868. Por el lazo de la linea (Vz+Vy)* =ay.

Trabajo

3869. En cada punto del plano, sobre el punto material actia
una fuerza cuyo valor es constante e igual a F y cuya direccidn sigue
la del eje positivo de abscisas. Hallar el trabajo efectuado por esta
fuerza cuando el punto se desplaza a lo largo del arco de la circun-
forencia z* -~ y* = R?, situado en el primer cuadrante.

3870. En cada punto del plano, sobre el punto material actia
la fuerza F cuyas proyecciones sobre los ejes de coordenadas son
iguales a- X = zy, ¥ = z -+ y. Calcular el trabajo de lafuerza F
al desplazarse el punto desde el origen de coordenadas hasta el punto
(1, 1) a lo largo de: 1Y la recta y = z; 2) la pardbola y == 2% 3) una
lined quebrada’ do “dos eslabones cuyos lados “son paralelos "a los
ejes de. coordenadas (considerar dos- casos). *

3871. En cada punto M de la elipse 2 = acost, ¥ = bsent
esté& aplicada la fuerza F' cuyo valor es igual'a la distancia que media
entre el punto M vy el centro de la elipse, y dirigida hacia el centro
de la elipse. a) Calcular el trabajo de. la fuerza ¥ al desplazarse el
punto a lo largo del arco de la elipse situado en el primer cuadrante.
b) Hallar el trabajo cuando el punto recorre‘toda la elipse.

3872. Las proyecciones dela fuerza sobre los ejes de coordenadas
son dadas por las férmulas X = 2zy y ¥ = 2% Mostrar que cl
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traba]o de la fuerza, al desplazarse el punto, depende s6lo de sn
posicién inicial y final y no depende de la forma del trayecto. Cal-
cular la magnitud del trabajo al desplazarse desde el punte (1, O
hasta el punto (0, 3).

3873. La miagnitud de la fuerza es inversamente proporcional
a la- distancia que media entre el punto de su aplicacién y el pla-
no z0y. Dicha fuerza estd dirigida hacia el origen de coordenadas.
Calcular el trabajo, al desplazarse el punto bajo la accién de esta
fuerza a lo largo de la tecta = = at, y = bt, z = ¢t desde el punto
M (a, b, ¢) hasta el punto N (2a, 2b, 2c).

" 3874. La magnitud de la fuerza es inversamente proporcional a la
distancia que media entre ¢l punto de su aplicacién y el eje Oz
Dicha fuerza es perpendicular a este eje y estd dirigida hacia él.
Hallar el trabajo de la fuerza al desplazarse el punto bajo la accién
de dicha fuerza a lo largo de la circunferencia. z ==cost, y =1,
z = sen ¢ desde el punto M (1, 1, 0) hasta el punto N (0, 1, i}.

3875. Demostrar que el trabajo de la fuerza de gravitacién de
dos masas puntuales, efectuado al desplazarse una de ellas no depende
de la forma del trayecto. La magnitud de la fuerza de atraccién F

la establece la ley de Newton F = -ki:i"ﬂ donde r es la distancia

entre los puntos, m, y m, son las masas concentradas en dichos puntos,
k es la constante de gravitacién.

§ 3. Integrales de superficie

Integrales de superficie de primer género
En los ejercicios 38763884 calcular las integrales.
3876, H (z-l—?:c-'-“ )dg, donde S es una parte del plano
8

-‘%—-1—-%‘,:- -|-%=1 sitnada en el primer octante.

38?7. SSxyzd_q, donde § es una parte del plano z4-y4z=1
situada en el primer octante.

3878. ijdg, donde § es una parte de la esfera 424 y*=z2=
= R?, situada en el primer octante.

a879. SSydq, donde S es la semiesfera z =} R2— 2% — =,
5
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3880. XSV__H"—-—:&F—'-'?CZQ,_ donde S es la semicsfera

=Y B—H=p.
38812_55:;2;;%9',. donde § es ln seuiesfera z=}/ RE— 2" — 2.

8

3882, { { % gonde S es el cilindro 2%+ g2 = R%, limitado por
e =3 .
s

los planos z=0 y z=H, r es la distancia que miedia entre el
punto de superficie v el origen de coordenadas.

3883. 55% doride S e§ la csfera 2% P+ =R?, roes la
L)) : ;

distancia que .media entre el purlltq' de la esfera y el puntnl fijo
PQ, 0. ¢) ¢>R).

3884. | -‘-’1.' donde § &s una parte de la superficie del para-
r
? ; el

boloide hiperbélico z=uxy, recortada por el cilindro z*--y*= A%,
r es la_ distancia que media entre el punto de la superficie y el
eje Oz i

8885*, Hallar la masa de una esfera si la densidad de superficie
en cada punto es igual a la distancia que media entre dicho punto y
cierto didmetro fijo de la esfera.

3886. Hallar:la,masa dejuna esfera si la defisidad de superficie
en cada punto es igual al chadrado de distancia ‘que media entre
dicho punto y cierto didmetro fijo de la esfera.

Integrales de superficie de segundo género
En los ejercicios 3887 —3893 calcular las integrales de super-
ficie. ;
3847, | § wayds 4y dwds + 2dz dy, donde S es el lado posi-

s
tivo del eubo formado por los.planes z = 0,'y =0, 2 = 0,z =1,

=1, £
3888. S g:z’yzz dz dy, donde S es el lado positivo:de la mitad

b

T i .
inferior de la esfera 2 + y° 4+ z* = R A .
3889. j jzdx dy, donde S -es la cara ‘extetior . del -elipsoide

Ry o
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'3890. S f'%’dﬁédg, donde S es 1a carn exterior “del elipsoide

g2 g g
Pt M oo e ks

3801. Sj 2z dx dy -+ xy dy dz + yz de dz, donde § ¢s la cara
A

exterior de la pirdmide formada por los pla- Z
nos 2 =0, y=0,z=0yz+y+z=1

s 3892. 5 S! va dx dy+ Izg dy-dz +-\ xy dx day'e

. t 5 )

- donde § es la cara exterior de la superfi- vl
cie situnda en el g_‘ri_m er octante  y formada x
por el cilindrs .2*42y* = R* v los planos LM
z=0,y=0,z=0yz=H. =

3893. | Jof & do dy + wz dy dev
y 8, Ty
2%y dz dz, donde § és la cara extérior de'la Fig. 68
superficie situada en el primer octante y i
formada por el paraboloide de revolucitn z = z* + y*, por el cilin-
dro a? L y? = 1 y los planos de coordenadas (véase la fig. 68).

Férmule de Stokes

3804, Aplicando la férmula de Stokes, transformar la integral
{ (¥ + 2% dx + (z* + 2®) dy + (2% + %) da? tomada a lo largo

L
de cierto contorno cerrado, en la integral de superficie «tendida»
aobre este contorno.

3895. Caleular la integral 5 283 dx 4 dy -+ z dz, donde el

L
contorno L es la circunferencia 2? - y® = R?, z = 0: a) directamerite
v b) aplicando la férmula de Stokes y considerando la semiesfera
z= -+ R® —z* —4° como superficie. La integracién, a lo largo
de la circunferencia en el plano 2Oy, debe efectuarse en sentido
positivo.
Férmula de Ostrogradski

3896, Aplicando la férmula de Ostrogradski transformar la inte-
gral sobre la superficie cerrada en una integral triple sobre el volu-
men del cuerpo limitado por esta superficie:

gS 22 dy dz + y* dz dz + z° dw dy.
X .
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La integracion debe efectuarse sobre la cara exterior de la super-
ficie S.

3897. Aplicando la férmula de Ostrogradski transformar la inte-
gral sobre la superficie cerrada en una integral triple sobre el volu-
men del cuerpo limitado por esta superficie:

jj V 22y 3- 2% {cos (N, z)+cos (N, y)+cos(N, z)}do,
8

donde N es la normal exterior a la superficie §.
3898. Calcular Ja integral del ejercicio 3897, si § es la esfera de
radio R cuyo ceniro se halla situado en el origen de coordenadas.
3899. Calcular la integral

55 [29 cos (N, ) + y* cos (N, y) -+ 2* cos (N, 2)] do,
8.

donde & es la esfera de radio R cuyo centro se halla situado en el
origen de coordenadas y IV es la normal exterior.

300. Aplicando la férmula de Ostrogradski calcular las inte-
grales de los ejercicios 3891—3893.



Capitulo XIV

Ecuaciones diferenciales

§ 1. Ecuaciones de primer orden
Ecuaciones con variables separables

En los ejercicios 3901 —3910 hallar las soluciones generales de las
ecnaciones diferenciales.
3904, (zy* 4 2)dz + (y —mgy)dy = 0.

3902, zyy’ =1—2% 3908. yy = ’—f.
3904, y'tgz—y=a. 3905. zy -y =12
3906, y +|/1‘”2—0

3007. VI—grda+-yV 1—atdy=0.

3908. es (1495 )=1.  3909. y =10=+v.

3910. -y’ + sen "ﬂ' =sen 2L,

3911. La balistwa establece la dependencia entre la velocidad v
del proyectil y la distancia I recorrida por éste en el cafidn del arma
mediante la siguiente ecuacién:

%—. donde v_u% y a<<i Hallar la dependencia entre
el tiempo ¢ del movimiento del pro_yectil v la distaneia:l recorrida
por dentro del cafién.

3912. Si z es la.cantidad de 4cido yodhidrico HJ qué se ha des-
compuesto para el momento de tiempo f, la velocidad :ie descom-

v=

posicién (—E) la determina la ecuacién diferencial T ke

—z\2 2
4 (17"”) —k_;(-;’-) , donde ky, ks y v son constantes. Integrar
osta ecuacidn. :
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En los ejercicios 3913 —3916 hallar las soluciones particulares de
las ecuaciones diferenciales.que satisfagan las condiciones iniciales
dadas. "

3M3. y'senz=ylny; ¥l _a=e

v 1+y? :
WM. ' = 2L Yhemo=1.

3915. sen y cos @ dy = cos y sen 2 d2; Y lemo = .

36, y —ay' = b (1 + 2%); ¥ |x=y = 1.

3917. Hallar 1a linea que pase por el punto (2, 3) y cuya propie-
dad sea la siguicnte: el segmento de cualguier tangente suya compren-
dido entre los ejes de coordenadas se.divide en dos-partes iguales en
el puntdt‘d’é& contacta. Tt UN BT RAMG AW

3918, Hallar la linea que pase por el punto (2, 0) y cuya propie-
dad sea la siguiente: elisegmento de la tangente entre el punto de
contacto y el eje de ordenadas tiene la longitud constante e igual
a dos. mid 8 T

3919. Hallar todas las lineas para las cuales ¢l segmento’ de la
tangente comprendido entre el punto de contacto y el ejé de abscisas
se divide en dos partes iguales en el punto de interseccién con el eje
de ordenadas.

3920. Hallar todas las lineas para las cuales la subtangente sea
proporcional a la abscisa del punto de contacto..{el coeficiente de
proporcionalidad es igual a k).

3921. Hallar la linea que pase por el punto (a, 1) y cuya subtan-
gente tenga la longitud counstante e igual a a.

9 %—Ial]ar la linea para la cual la longitud de la normal (su
segmento desde el punto de la misma hasta el eje de abscisas) sea la
magnitud constante a.

3923. Hallar la linca para la cual la suma de las longitudes
de la tangente y de la subtangente en cualquier punto suyo sea pro-
porcional al prodicto de las coordenadas del puntd de contacto (el
coeficiente de proporcionalidad es ‘igual :a-k): o

3924, Hallar la linea y = f (2) (f(z) = 0. £/(0) = 0) Gueé limite
el trapecio mixtilineo de hase [0, 2] y cuya 4rea sea proporcional al
grado (n - 1) de f (z). Es sabido que f (z) = 1.

3925. El punto material=cuya: masa ‘es ‘igial a 1g, efectia el
movimiento rectilineo bajo la accién de la fuerza. directamente:pro-
porgional al tiempo caleulado a’partir del momentot =0 & inver-
samente proporcional a Ia velociddd del movimiento de dich'c punto:
En ol momentp ¢ = 10 s la velocidad era.igual a 0,5 m/s, y la fuerza,
4-10~% N: ¢ A qué serd igual In velocidad al cabo dé'4 min de comen-
zar el movimiento? i g s, ¥,

* 3926, Un punto mirterial efectiin el movimiénto rectilineo siendo
su energia cinética, en el momento ¢, directamente proporcional a la
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velocidad media del movimientoien el intervalo de tiempo desde el
cero hasta t. Es sabido que siendo.¢ = 0 el trayecto es.s = 0. Mostrar
que’ el “‘movimiento”es uniforme.” - R S Rl

© 3927, Una lancha aitoradvil se desplaza a la velocidad de v =
= 10 km/l, estando las aguas tranguilas. En plena marcha su motor
fue desconectado. Al'cabo de t'== 20 s la velocidad de la lancha bajé
hasta. vy = 6 km/h. Considerando que la fuerza de resistencia del
agua- al movimiento de la lancha és proporcional a la velocidad de
ésta, hallar-la velocidad de la lancha a log dos minutos de parar el
motor. Hallar también'Ia" distan¢ia recorrida pos la lancha durante
un minuto despuds de: parar el motor. _

3928. Un recipiente cilindrico-que tiene el eje vertical y cuya
seccifn transversal es §, tiene en su fondo un pequefio orificio cireu-
lar cuya 4irea es'g, cerrado por un diafragma: (como -en el objetivo
de una cdmara de fotografia). El recipiente contiene un liquido cuya
altura es 4. En el momento ¢ = 0 el diafragma comienza a abrirse
siendo el drea del orificio proporcional al tiempo. El orificio queda
totalmente abierto en 7' s. ¢Cudl serd la.altura H del liquido al cabo
de 7' s de comenzar el experimento? (Véanse los'ejercicios 2701 —2706).

3929. La velocidad del enfriamento de un cuerpo es proporcional
a la diferencia de 14s temperaturas del cuérpo y del'medio ambiente.
En lo¥ ejeteicios’ 2710 —2711 hemos considerado el coeficiente dé proZ
porcionalidad como constante. En algunos cdlculos consideran que
depende linealmente del tiempo: &k = ky(1 4 «f). Tomando en
consideracién este razonamiento, hallar la depedencia entre la tem-
peratura del cuerpo 0 y el tiempo ¢ considerando que siendo ¢ = 0,
la temperatura del cuerpo es’ @ = 0,, v la del medio ambiente es 8,.

3930*. La velocidad del crecimiento de érea de una hoja joven
de la planta Victoria regia (también taropé), que tiene, como es
sabido, forma circular, es proporcional a la circunferencin de la
hoja y a la cantidad de la luz solar ‘que cae sobre ésta. La cantidad de
la luz, a su vez, es proporcional al drea de la hoja y al coseno del
angulo entre la direccién de los rayos y la vertical. Hallar la depen-
dencia entre el drea S de la hoja y el tiempo ¢ si se sabe que a las
seis de la mafiana dicha:érea era igual a 1600 cm?® y a las'seiz de la
tarde, a 2500 em?®. (Considerar que la obseryacidn se efectud en el
ecuador, en el momento de equinoccio en que el angulo' formado
entre 1a direccién de los rayos solares y la vertical es susceptible' de
considerar-igual a 90° a Yas'séis dé la mafiana y a las seis de la tardee
igual a 0> al mediodia.) * : . 5 o L

En los éjercicios 3931 —3933, mediante la sustitucijn de la fun-
cién buscada, reducir las ecuaciones dadas a las ecuaciones eon va-
riables separables; y “resolverlas.

3931, y' = cos(z —y)" (poner u =z —p). )

3932. y =32 —2y+5 393 yVid+zFty=z+y—1
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Ecuaciones homogéneas

En los ejercicios 3934 —3944 hallar las soluciones generales de lag
ecuaciones dadas.

3984, y'=~§;~2. 3935, y' =~ XL,

3936, ody—yda—ydy. 3937, y = ‘“‘ya.
3938. y’:%-i—%. 3939. zy —y=V 2144
3940, Y24 oty = ayy'. 3941, ¥ m % 4L,

3942, 2y’ =y ln% ‘
3943. (3y® - Say -+ x*) dz = (z* + 22y) dy.

qa
e (?)
on los ejercicios 3945 —3948 hallar las soluciones particulares

de las ecuaciones diferenciales que satisfagan las ¢condiciones inicia-
les dadas.

3945, (zy' —y) arclg % = Y lxemt =0.
3946, (42— 328 dy+4-2zyde=0; Yle=o=1.

o Yr=2ay—a?
3947. y =T —=2 ylxw1=_1-

3948, y (F£)°+2% L —y=0; Yheo=V5.

3949, Beduci'r la ecuacién Y = —+-q: (i) a la cuadratu'ra._

<Cuidl dnheria ser la funcidn. qo ( = ) para qua Y= sea la. sn—

lucién general de la-ecuacién dada?

3950.. Hallar la linea para la cual el cuadmdo .de la longitud. de
un segmento recortado por cualguier: tangante del eje de.ordenadas,
sea igual al producto de las coordenadas del punto de contacto. . .+

3951. Hallar la linea para la cual laordenada inicial de cua}.qmer
tangente es igual a la subnormal curreSpondwnte ; 3

3952*. Hallar la linea para la cual la longitud del radio polar de
cualquier punto suyo M es igual a.la distancia que media entre el
punto de interseccion del e}e Oy .y la tangente. en el punto M, oy el
origen’ de coordenadas.

lnlC |
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-739563*, ¢Qué clase: de la’superficie de revoluci6n ‘presenta el
‘espejo-de nn - proyector si los:rayos luminosos-que parten de un ma-
nantial puntiforme, al reflejarse, se propagan- formando,un' haz
-paralelo?
Ecuariones' lineales’

: En:los’ éjercicios 39543964 hallar las soluciones generales'de las
.ecuaciones dadas.

3954. y' + 2y = 4. 3935..y" ++ 2zy = xe~3.:
395(5; ¥ -j- 1:2%9'—1"

8957. (‘1 4 =i y y e (14 22,

3958y + y = 3959. ¥ ay = &™.
'3960 2yda:~+-(y —ﬁa:)dy-O

1 g
3961. [ — T 3962. ¥ S GEIET=a"

3963. .a:(y - =1 + &%) ¢

3964, y' 4 y@' (z) — O (z !D’ (&) ='0; dondé @ (£) es la fun-
cifn dada,

En Jos ¢jercicios 3965 —3968 hallarlas soluciones particuldres de
las ecuac:ones queé satisfagan las condlcmnes iniciales dadag.

3965. 'y —ytg y = 56C 3 Y |xmp =

3966. xy' +y — = ( Ji\_“wb

396; xy’ »—-—-—-—.F, Ylem1 =0,

3968, :(1+;21dx=(m+"x:=~zﬂ)dz— it T =g

‘3969, Sean yy e ¥, dos distintds solucxones de la ecuacién-
v +P(z}y—0(x)

a) Demostrat que y = ¥y -+ C (y, — ¥;) ‘és. la'solucién general
de la misma ecuacién (C es ¢onstante).

b) éCuél deberia ser la relacién entre las constantes « y - para
que la comhmacmn lmeal ocyl . By, sea.la salucidén de. la .ecuacién
dada?

¢). Demostray. que ;u g es la tercera soluciéi’ particular djstinta
‘de yi ¢ ¥z, la relacién g: Y. g5’ constante.

3970. Demostrar la |dent1dad (véase el ajergicfa ?'34'5)F:
= HE | .x [ 1 i3
5 pr-st rl" =g II € ?dz formando la ecuaci6rn diferencial tparafa

funéién- 1 (z) == 5 e¥*=2t gz v Tesolverla,
[1]
10—0170
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3974, Hallar la linea para la eunal la ordenada inicial de-cual-
quier tangente sea dos-unidades de escala menor-que- la-abseisa: del
punto: de ‘contacto. ;

3972*. Hallar la linea para la cual el drea del rectingulo cons-
truido sobre la abscisa de cualquier punto y sobre la ordenada ini-
cial de la tangente en este punto es una magnitud constante (= ¢?).

3973*. Hallar la linea para Ta cual el area de un trifingulo for-
mado por el eje de abscisas, la tangente y el radio vector del punto
de contacto, sea constante (= a?).

3974. Un punto de masa m efectiia el movimiento rectilineo. So-
bre dicho punto actia una fuerza proporcional al tiempe (el coefi-
ciente de proporcionalidad es k,) transcurrido desde el momento en
que la velocidad era ignal a eero. Ademds, sobre el mismo punto
actia la fuerza de resistencia del medio, que es proporcional.a la
velocidad (el coeficiénte de proporcionalidad es igual a k). Hallar la
dependencia entre la velocidad y el tiempo.

3975. Un punto de masa m efectiia el movimiento rectilineo.
Sobre dicho punto actia una fuerza, proporcional al cubo de tiempo
transcurrido desde el momento en que la velocidad era igual a v,
(el coeficiente de proporcionalidad es igual a k). Ademaés, sobre el
mismo punto ejerce su accién el medio, esta accién es proporcional
al producte de la velocidad y el tiempo (el coeficiente de proporcio-
nalidad es igual a k,). Hallar la dependencia entre la velocidad y el
tiempo.

3976. La temperatura inicial 6] C del cuerpo es igual a la del
medio ambiente. El cuerpo reeibe el calor de un aparato calentador
(la velocidad con que pasa el calor es una funcién dada del tiempo:
e (t), donde ¢ es la capacidad calorifica constante del cuerpo). Ade-
mas, el cuerpo cede el calor al medio ambiente (la velocidad de en-
friamiento es proporcional a la diferencia entre las temperaturas del
cuerpo y del medio}.-Hallar la dependencia que existe entre la tem-
peratura del cuerpo y el tiempo medido al comenzar.el experi-
mento. 5

Resolver log problemas de 1os. ejercicios 3977 —3978 tomando ‘en
consideracion lo siguiente. Si la corriente eléctrica alterna I = T (1)
pasa por el conductor teniendo el coeficiente de inductancia igual a
L y la resistencia R, la caida de tension a lo largo:del conductor serd
igual a .Lr g. -+ RI.

8977. La diferencia de potencial en los bornes de una bobina va
disminuyendo uniformemente de £, = 2V hasta. E; = 1 V durante
10 segundos. dA qué sera igual la intensidad, de la-corriente al fina-
lizar ¢l décimo segundo si al principio del experimento era igual a

16 2 A? La resistencia dela bobina esigual a 0,12 ohm, el coeficiente
de inductancia, 0,1 H.
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3978. Hallar la inteusidad de:1a corriente en’la bobina en el tno-
mento ¢ si su resistencia es R, el coeficiente de mductancm, L, la co-

.rriente inic
laley E =

ial 7, =0, la” fuerza electromotriz varia de acuerdo con
E, sen ot.

Diversos problerias .
(Ecuaciones con variables separables, “honiogéneas y

Itmaies]
En los ejercicios 3979 —3997 hallar las soluciones generales de las
ecuaciones dadas. :
' 3979, _,/:z_”if.iﬂ | 3980. 22dy+(3—22)dz=0. -
3981. z (22--1)y' +y==z(1+2
_y_+i P Y
3982, y 3983, y =aars"
3984. (8y+10::}dm+(-59+7x}dy ={.
3985. 23y =y (12 a2). 3986. Lwigl.
3987, (2 —ycos-L ) do+xcosL dy=0.
r-_ dz g dy
3988, y =2 ¢y, 3989, e e g - e
dy 1
3990. dr  zcosy--senZy *

39M. (z — 22y — N dy + y?dx = 0.

3992, y'

- J €08 & = Sen x cos z.

3993, (z + 1)y —ny =€ (x -+ 1)L
3994. ydx = (y° —=x)dy.

3995, (

2) — @ty Fetay=0.

3996*.yy' sen x = cos  (sen = — y?).

3997. y'

= (= + p)*

3998. Verificar que las ecuaciones (1 — z%) y' -+ .zy = az tienen

por curvas

integrales-las elipses e ‘hipérbolas cuyos .cenfros. estdn en

el punto (0, @) y cuyos ejes, son paralelos a los ejes de coordenadas,
teniendo-cada curva un eje constante de longitud igual a 2.

En los

ejercicios’ 3999 —4002 hallar las soluciones particulares

de las ecuaciones que satisfagan las condiciones iniciales indicadas.

‘ y—ay’ A -
8999. I2h-=2; Yl =4

4000.

do=1+a  yheo=1.
19+
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4001, (14 yy' =¢Y; Ylemo = 0.
4002 ¥ =3 202t Yoo =1

4003. Demostrar que sblo las rectas y = kz y las hipérbolas
zy = m tienen la siguiente propiedad. La longitud del radio polar
de cualquiern de sus puntos es igual a la de la tangente trazada en
este, mismo punto. G 4 .

4004. Hallar la linea para la cual la longitud de su normal sea
proporcional al cuadrado de la ordenada. El coeficiente de propor-
¢ionalidad es igual a k. *

4005. Hallar la linea para la cual cualquier tangente se corta con
el eje de ordenadas en el punto. equidistante entre el punto de con-
tacto v el origen de coordenadas.’ ’ Snls

4006. Hallar la ecuacién de la linea que corte el eje de abscisas
on ¢l punto = = 1 y que tiene la siguiente propiedad: La longitud de
1a subnormal en cada puntode la linea es igual al promedic aritmé-
tico de coordenadas en este punto.

4007. Hallar la linea para la cual el drea del trapecio engendrado
pur los ejes de coordenadas, la ordenada de un punto cualquiera y la
tangente en este ‘punto, séa igual a la mitad del cuadrado de la
abseisa.

4008. Hallar la linea para la cual el drea comprendida.entre el
eje de abscisas, la misma linea y dos ordenadas una de las cuales es
constante y-la otra, variable, sea-igual a la relacién del'cubo de la
ordenada variable a la abscisa variable.

4009. Hallar la linea para la cual el area'de la figura limitada
por el eje de abscisas, dos ordenadas y el arco MM’ de-esta linea,
sen prolwrcional al arco .MM’ "cualesquiera. que Sean los puntos

M .

Yy . . > ;
4010. Hallar la linea para-la cuil la abscisa del centro de grave-
dad del trapecio mixtilineo engendrado. por-los ejes de: coordenadas,

la recta .z = a y la misma linea, sea igua-,l-a:_‘j'_,;—‘ cualquiéra queséa a.

4011*. Hallar la linea tal'que todaslas tangentes ‘a ellapasen
por el punto dado (wy, ¥p)- AR i
1% 4012:- Hallarla'linea que'pase’ por-el-origende coordénasa
Ia chal“todad sus ‘noriales' pasen por:elipuntetdador (g, yp) '

Y 3 fa *. . ¥ r - ® = u-al
" 4013, ¢Qué’linea tiene la siguiente-propiedad:‘el dngulo formado

entre el-éj¢ Oz y la tangenté_alla’misma; linea ' en cualguiertpunto
5uy0, egidos veces mayor que’el:dngalo: formado-entreiel mismo eje
y'el radio’ polar. del punto descontactod to Vi b b gty v 1o

4014, Sobre un cuerpo.de masa m = 1 actda una fuerza.propor-
cional al ‘tiempo (el coeficiente de proporcionalidad:es igual a ky).
Ademés, el cuerpo es objéto de la reaceién del Juedio ambiente,
que es proporcional a la velocidad del cirerpo (elicoeficiente ‘de"pro-

-1 |
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porcionalidad és igtial 4 ko). Hallar la ley del movimiento del ‘cuerpo
(la dépéndencia entre-el trayecto-y el tiempo). L I S

- 4015; ‘Una particulaseféctiia la-caida en el'medio cuya resistencia
s proporcional al cnadradosde ln velocidad de la particula. Mostrar
que la ecnacién del moyvimiento es la siguiente: — =g — Jw?, donde
k es conistante, g.es la-aceleracién de la gravedad. Integrar esta ecua-
cion v miostrar que v tiende ]/ & para £ o0,

4016, La fuerza de rozamiento -que retarda el movimiento gira-
torio de un discoen’un medio liquido, es proporcional a Ja velocidad
angular -de’ la: rotaciém. -~ - w i

1)"El disco éomerzé su movimiento:giratorio con la velocidad
angular de .3 vueltas -por segundo, al cabo de.d minuto gira con la
velocidad angular de 2 vueltas por segundo. ¢Cual seria su velocidad
angular-al cabo de 3 minutos de comenzar la rotacién?

2) El disco comenzé a girar teniendo. la velocidad angular de 5
vueltas por segundo, al-cabo.de 2 minutos-gira con la velocidad an-
gular de 3 vueltas por segundo. éAl cabo de cudnto tiempo después
de comenzar la fotacion,.la velocidad angular del disco serd de 1
vuelta por segundo? . -

4017. La bala penetra una tabla cuyo grosor es k = 0,1 m, con
la velocidad vy =-200 m/s. Al atravesarla, sale por el otro lado con
la velocidad® vy»= 80-m/s. Considerando la fuerza de la resistencia
que ofrece la tabla al paso de labala, propor¢ional-al cuadrada de la
velocidad de ésta, calcular el tiempo invertide por la bala en atras
vesar la tabla, : g

4018*%. Una gota de agua cuya masa inicial es igual a M, g se
evapora uniformemente con: la :velocidad -m.g/s, moviéndose por
inercia con la velocidad inicial v, cm/s: La*fuerza de la resistencia
del medio es proporcional a la velocidad del movimiento-de la gota
v a su radio, siendo en el momento, inieial (¢t = 0) igual a f; dinas,
Hallar la dependencia entre la velocidad de la gota y el tiempo.

4019*. Una gota.de agua demasa inicial M g se evapora con la
veloeidad:m gfs, efectudndose la caida libre enel aire. La fuerza de
resistencia es proporcional a la velocidad del movimiento de la: got
(el coeficiente de proporcionalidad es-igual a &).: :

Hallar: la dependencia entre la-velocidad -del yoovimiento de la
gota y-el itiempo- transcurrido: desde que comenzé a. caer la gota,
teniendo en-cuenta que.en el momento. inicial: del tiempo la veloci-
dad de 1a gota'era-igual a ¢ero..Considerar’que& = 2m. .

4020*. Resolver el mismo problema que-en el ejercicio anterior,
pero con respecto a una gota de forma esférica, considerando la
fuerza de resistencia del aire proporcional al producto de la velocidad
de la gota y el drea de su superficie. La densidad del liquido es igual
a y. (Reducir a las cudraturas.)
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4021*. Si en el curso de cierto proceso una substancia se trans-
forma en otra, siendo la velocidad ‘con que se efectnia la formacifn
del producto, proporcional a la cantidad disponible de la substancia
quersifre la transformacién, este proceso se llama reaccién (proceso)
de primer orden.

Cierta substancia cuya cantidad inicial era igual a m,, va frans-
formindose en otra, siendo inmediato el comienzo del segundo - pro-
ceso, debido al cual surge el segundo producto. Ambas transforma-
eiones se efectiian como Teacciones de primer orden. Los coeficientes

4 de proporcionalidad son: &, para el prime-

ro, -y k, para el segundo proceso.
Q, {Qué cantidad del’ segundo producto se
obtiene al cabo de ¢ unidades del tiempo
; £ después de:comenzar. el proceso? : .

: 4022. Un 'recipienté cuyo volumen es de
-‘—L‘-Q-* 100 1 contiene 'silmuera que lleva disueltos
( 10 kg de la:sal. En el recipiente entra el
o agua, con la velocidad. de 3 /min, produ-

Fig. 69 ciéndoge una mezela que, a su vez, se tras-

vasa, con la misma velocidad, al segundo

recipiente, de igual cabida (es decir, 100 1)

y velleno previamente de agua pura. De este segundo recipiente sa-

ie el exceso del liguido. éCudnta cantidad de la sal contiene-el se-

gundo' recipiente al” pasar una hora? ¢Cudl es la cantidad. maxima

de la sal en el segundo recipiente? (Cudndo se lorga esta canti-

dad méxima? (La°concentracién de la sal se mantiene uniforme
mezclandose el contenido.)

4023. La tensién y la resistencia de un-circuito van variando
uniformemente; por espacio de nn minuto, desde el cero hasta 120 V,

desde” el cerc hasta 1209, respectivamente (véanse los ejercicios
3077 —3978). ‘La-inductancia del circuito es constante (1 henrio). La
corriente inicial es de .J,. Hallar'la dependencia-entre la corriente
y el tiempo ‘en el curso del primer minuto. del experimento.

" 4024*: Un- estrecho tubo cilindrico y horizontal ‘AB,"cerrado
hérméticamente, encierra el gas. Gifa uniformemente; corla:velo-
cidad angular @y alredédor del-eje-vertical 00, que, pasa’ por uno
de Tos extremos del tubo, segiin lo-muestra: la-fig: 69. Eltubo-mide
! em de longitud, su Seccion:transversal es de §-cm?, la masa del gas
enicerrado es M g, la presion dentro del'tubo’en reposo es constante
a lo'largo de todorél tubo e igual a.p,. Hallar la distribucién de:la
presién a lo largo-del ‘tubo cuando. efectta el movimiento giratorio,
es decir, expresar “p coro funcién de au

(AR )
T

A
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Otros. ejemplos de ecuaciones de primer orden

En los ejercicios 4025—4037 hallar las soluciones é‘jene_r‘_ale_)‘,ﬁs_ de
“las ecuaciones reduciéndolas a lineales u homogéneas efectuando el
cambio de variables.

4025. y =F=22. 402, ="

4027, (z+y+1)do=Qa+2y—1)dy..

4028, y = 20D 4029, f =552

4030. y’=m;{';__,z;)-.- 4031, (1 —-xy';.;._:a;'zyz) do=#2dy.

4082, (2%* —1) y' + 2zp° = 0.

4033. yy’—}-:c:% (w )2.

4034, zy' 4 1 = é€".

4035, (2 + y* + 1) dy + ay de = 0.

4036, zdz + ydy + = (xdy —y dz) = 0.

4037, (2* + y* -+ y) dx = = dy.

‘En los ejercicios 4038 —4047 resover las ecuaciones de’ Bernoulli

4038, ' + 2ay = 2237, 5039. ¥ + ;q‘i_-ﬁ. ¥ =0.

4040, y-! (ay’ +y) = 2. 4041, zdz= (sz— ¥) dy.
4042, 2y + y=y*Inz. 4043, ¥ —ypytgx 4 yPceosz =0
4044, y'_;_%i»'.-_-i—m‘g. 4045, 2y’ —4y—a2 Yy =0.

4046, ydy - %d.ﬁ::t—'g.

. yp (@) —y*
4047. y e
4048. Hallar la linea para la cual un segmento recortado en el
eje de ordenadas por la tangente en cualquier punto sea proporcional:
= 4) al cuadrado de la ordenada del punto de contacto,
2} al cubo de la ordenada del punte de contacto.

4049, Hallar las lineas dadas por las ecuaciones de la forma p =
= f (i) para las cuales el drea dé los sectores limitados por la misma
linea y el radio polar de un punto constante {py, o) ¥ €l otro mévil
(p, @) de la linea, soa proporcional al producto de las coordenadas
polares p ¥ ¢ de este punto mévil. El coeficiente de proporeionalidad
es igual a % :

donde ¢ (x) es la funcién dada.
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Ecuaciones en diferenciales totales

En los ejercicios 4050—4057 “hallar las soluciones generales de
las ecuaciones dadas.
4050, (2% — ay®) dz + (24 — 2%) dy = 0.
. BPer N
4051. ;x“+v‘—(3“+yz 1) dz.
4052, eVdz + (we¥ — 2y) dy = 0. 4053, pa¥ldz-+ z¥ lnady==0
4054, xdztydy ydr—xdy
Vaigy = =
¥+ 860 z-cos? (xy) ; x ; o
4055 o (23] dz +cos3 e dy +-sen y dy = 0.
© 4056, (1 +zV FF g2 dat(—1+V 22+ y®) y dy =0.

4057. (—sen 7_1303_4— 1) dz+t

1
+(—x—cos%—-yfsen T+?§-) dy=10.

Fuactor inlegrante -

En los ejercicios 4058—4062 hallar el factor integrante y las solu-
cibnes gbnerales de 1ds ecuaciones.

4058, (22 + y) dx — « dy = 0.

4059%.y (1 - zy) dz — z dy = 0.

4060. (23 + y* - 2z)dx - 2y dy = 0.

4061, 2 dg+ (y° ~1n z) dy =0.

4062, (rcos'y — ysen y)ydy + (xseny + ycosy)dr = 0. -
4063. Mostrar que la ecuacién lineal ﬂf~-i—P (x) y=20 (z)., tiene

por factor integrante la funcién 35 Pisyds '
4064, Hallar el factor mtegranta ‘dé'la acuaclén de Bernoulh

7 -Y-P(x)y=y"0(v:)
4065 Dabsrmmar Ias conﬂnmones para las: cuales la' ecuacion
' X(x,y)dz—I—Y( y)dy—ﬂ '

admlta el factor mt,egrante de la’ for la-M. = F (x —i-
4Q66 Determmar las- condmmnes- ara las cuales Ia ‘ecuacién

s

1 et ) X{“! y)d-f+y($- .y)_dy_o :
ndmlta el factor mtegranta de la forma M = F (z-y).
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Diversps problemas

. .En los: e]erc;cms 4067—4088 hallar las soluciones. generales de
las ecuaclones ok :
4067, ¥y = ax-l- by 4. 5. 4068. ey’ by 4 cy™ =0.

4069. y' = ;ji:;. 4070, y »~_+;g;‘3.
4071, ' = . 4072y (=) =v.

4073, 2 + L gy 0,
4074, (2y+zy=) dx+(x+m'ﬁ§2) dy=0.
4[’75.:(2xy+::2y+ )a‘:c-| xﬁ+y%)dy==0

oo 4yt

4077. xdy—}—yd;-{»y (zdy— yda:)—

4078 [i Jd +[ _]d D).
o .,r {:--sz b i V="

4079. S 4080 ysenz+y T

4082. ' - | chszashiyttge

STl Z+C0B Y

4081, y' —y+y?cosz=0.

4083. y cos-f-—ycos%—x

408&.. (zcos —+ysen-%) yd:c+ (xms-——ysen—)mdy 0.

4083, ¥ = cosy = gy
4086. y—~y cosz= y‘cbs:c{i-—san z).

4087. ny‘;e = +,z+ys —2z.

4088, (1+ev)dx+es (1——)dy=0

4089, Hallar la linea para la cual la subnormal en cualquier pun-
to séa a la'suma de'la abscisa 'y la ordenada como la ordenada de este
punto es a la abscisa. '

4090. Hallar la linea que tenga la propiedad de- que un segmente
de la tangente-en cualguier punto, comprendido’ entre ‘el ejer Oz y la
recta ¥ = az 4+ b, se divide por el ‘punto de contadto-én dos pértes
iguales.

4091. Hallar la'linea para la cual la distancia que’ ‘media entre
la normal en cualquier punto suyo y el origen de: coordénadas y la
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que media enire la misma normal y el punto (e, b) estén en razén
constante e igual a k.

4092. Hallar la linea para la cual la distancia que media entre el
origen de coordenadas y la tangente en cualquier punto equivalga
a la que media entre el origen-de coordenadas y la normal en el mis-
mo punto,

4093%. Hallar la linea que tenga la propiedad de que la ordenada
de cualquier punto suyo sea la media proporcional entre la abscisa
v la suma de la abscisa y la subnormal trazada hacia la Iinea en el
mismo punto.

4094. En el circuito eléetrico cuya resistencia es R = 3/28, se
introduce uniformemente, durante dos minutos, la tensién (desde
cero hasta 120 V), Ademaa, se introduce automiticamente una induc-
tancia de modo que el niimoro de henrios en el circuito equivale al
nimero con gue se mide la corriente en amperios. Hallar la depen-
dencia entre la corriente y el tiempo durante los dos primeros minutos
del experimento.

§ 2. Ecuaciones de primer orden
(continuacion)
Campo de direcciones. Isoclinas

4095. Sen dada la ccuacién y' = — % . a) Construir el campo de

direcciones determinado por la ecuacién dada. b) Esclarecer la posi-
cién del vector del campo respecto al radio polar de cualquier punto
del campo. ¢) Hallar la forma de las curvas integrales de la ecuacién
valiéndose del campo de direceiones. d) Hallar las curvas integrales
resolviendo la ecuacién dada aplicando el procedimiento ordinario
(es decir, separando las variables). e) Sefialar la familia de isoclinas
para la ecuacién dada.

4096, Escribir la ecuacién diferencial cuyas isoclinas sean:

1) las hipérbolas equildteras &y = a;:2) las pardbolas y“ = 2pz;
3) las circunferencias 2?4 y® = R®:

" 4097. ‘Hallar, las_isoclinas de la ecuacion dleIBn(:I.al dei lafaml-
lia de pardbolas y = aa?, ‘Hacer un d;hu:o Interpretar el resultado
geométricamente, .

4098, Mostrar que; las rectas que. gasan por el ougen de coorde—
nadas son isoclinas de Ja ecuacion. ‘homogénea, y solamente homegé-
nea.

4099, Indicar Jas ecuaciones lineales cuyas isoclinas sean: recta%
4100 Sean yj, ¥q, ¥s las ‘ordenadas de -cualesquiera tres isoclinas
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de cierta ecuacién lineal correspondientes a una abscisa. Mostrar que
Vot :
¥z

abscisa,

larazén

conserva un"mismo significado cualquiera ‘que‘sea la

Integracién aproximada de las ecuaciones
diferenciales

4101, Sea dada la ecuacién y' = z:ﬁj{;”‘e:. Cnng,truii_r,. de modo

aproximado, una curva integral que corresponda al intervalo 1 .<
<L x5y que pase por el punto M (1, 1).

4102. Sea dada 1& ecuacién y* = '-’fji—ﬁ-l.'(}qgstruir. de modo

aproximado, una curva gue corresponda al intervalo 0,5 < 2 < 3,5
¥ qué pase por ol punto (0,5; 0,5). : _

£103. Sea dada la ecuacién y' = zy® + 2°. Calcular y con dos
cifras decimales, para z = 1, aplicando el método de Euler y to-
mando en consideracién que y es la solucién particular que satisince
a la condicién inicial y | gmg =0 ;

4104. Sea dadh la eeuacién y' = Vz-y® 4 1. Calenlar y para
z = 2 aplicando el método de Euler y tomando en consideracién que
y s la solucién particular que 'satisface a la condicion inicial
¥ | x= =0. Caleular y con dos cifras decimales.

4105, Sea dada la ecuacién y' = ‘2—” v la condicién inicial

Y leme = 1. Resolver la ecuacién exactamente y hallar el valor de y
para z = 0,9. Luego, hallar este valor aplicando el método aproxi-
mado dividiende el intrevalo [0; 0,91 en nueve partes. Indicar el
error relativo del Gltimo resultado.

' (L 2
4106, Sean dadas la ecuacién y' = x—S':'_:-i-TY la condicién ini-

cial y |y = 0. Resolver la ecuacién exactamente, 'y -calcular el
valor de 2 para y = 1 aplicando algin método aproximado para
integrar las ecuaciones (comparar con el valor de z que haya sido
obtenido en la solucién exacta). ' .

4107, y' = yt -+ xy -+ a®. Aplicando ol método de .aproxima-
ciones sucesivas hallar la segunda aproximacién para la solucién
que satisfaga a la condicién inicial ¥ l—g'= 1. o 2o

4108. ¥ = z® — 1. Hallar el valor de la ecuacién dada, para
z = 1, que satisiaga a la condicién inicial y |x=o = 0. Siguiendp el
método de aproximaciones sucesivas limitarse a la. tercera aproxi-
macién. Efectuar log cdleulos con dos cifras decimales. -

En los ejercicios 4109—4116 hallar varios primeros términos del
desarrollo en serie de potencias de las soluciones de las ecuaciones
para: las condiciones iniciales indicadas.

a09. ¥ =1 — 2 ¥y | x=o =1
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5110, ' = 22 =145 Y| y=o = 1.
M. Y =2 = 1B Y ) mp = 0

M12. Y =25 1 gy =1,
4113. y'h-T?_l:;-;- HF:L-zaﬁ:'O-

14, y' = e¥ + 215 ¥ |4mg = O.
15, yi = sen y — sen-a; i | 4uqo = 0.
4116. y;’= 14+ 2422 — 2% y |ymy = 1.

Soluciones singulares. Ecuaciones de Clairaui y
Lagrange i

En los ejorcicios 4117—4130 hallar las soluciones gencrales y
singulares. de las ecueciones de Clairaut y de Lagrange.

e

4117. y Lo .'ty‘ + yﬂg_ ,_!‘118_ y = zy' e 3_?}"’-
4119. y=¢y*+T{. 4120, z=zy' + VI ye.

421, y = 2y" + sen y'. M22. zy —y=Iy'.
423, y = y'* (x +1). 4124, 2yy" = z (y'* - 4).
425 y = yy'* 4 2ay'. 4126, y =z (1 + y') - y'%
427, y' = In (zy" — y). 4128, y = y' (z -+ 1) -+ ¥
29, y=y'z+a/ 1T—y%.

4130, z=y ( : _.;}..)
En los ejercicios 41314133 ‘hallar' las soluéiones singulares de
las ecuaciones aplicando el mismo procedimiento que el que se em-
plea en el caso de lag ecuaciones de Lagrange y de Clairaut.

4131, y® — py' + et =0,

CAM32 2 -2 (ay —2) Yy 4+ =0,

433y (y — 22) = 2 (y — %)

4134, Demostrar el teorema: si upaécuacién diferencial lineal
es la de Clairaut, la familia de sus-curvas'integrales representa un-
haz de rectas. i ) .

4135, El 4rea del tridngulo engendrado por-una tangente a la
}:Enea buscada y los ejes de coordenadas, es'und constante. Hallarla
iniea,

4136. Hallar la linea: cuyas tangentes corten,”en los ejes de coor-
denadas, segmentos-cuya suma’ sea ‘igual a_2e.

. . 4137. Hallar la’linea para la“cual el producto de las-distancias
que median entre cualguier‘tangente y dos puntos dados sed cons-
et i .

4138. Hallar la linea para la cual el 4rea del récténgulo que tiens

por sus lados tangente y normal en ecualquierpunto, equivale al
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drea del rectdngulo cuyos lados son iguales a la langitud de la absci-
sa y'la'ordenada de este’pinta.’ L

4139. Hallar larh_ para la cual
normal sea proporcional a-Ta absdisa’ L
... 4140%. Hallar la linea para la cual.el segmento, de la normal com-
prendido entre‘los ejes ‘de’ coordenadns tenga la 1ongltud cnnstante e
igual: a a.

4141, La velocidad da un punto matenal o cualqmer momcpto
de tiempo, se diferencia de la velocidad med:a (deésde que comenzd
ol movimiento hasta este momento) en una magnitud proporcmnal a
la energia cinética del punto-e inversamente proporcional al'tiempo
transcurrido desde:que comenzéél'movimiento. Hallar la dependen-
cia entre el trayecto y ¢l tiempo.

2 Sma d I_"a norma] v lasub-

Trayeclorias ortegonales e isogonales.
Evolventes

En los ejercicios 4142—4147 hallar las trayectorias ortogonales a
las que se indican.

4142, A las ehpses cuyo eje mayor es igual a 2a.

4143. A las parébolas y* = 4 (z — a).:

4144. A las circunferencias z* - j* = 24z,

4145, A las cisoides (2a — z) y* = 2%

4146. A las pardbolas iguales que tocan a una recta dada siendo
el vértice de cada pardbola el punto de contacto.

4147. A los circulos de un mismo radio cuyos centros se encuen-
tran sobre una recta dada.

4148. Hallar la familia de t.rayectonas qua cortan las lineas
2t = 2a (y — & V/'3) forméndosq el gngulo a = 60°,

4149, Hallar las trayectorias 1sogonaies de la familia de pardbo-
las y* = 4az, el 4ngulo formado es @ = 45°. , = |

4150*. Hallar las lineas de propagaclon del sonido por el plano,
si a lo Jargo de una direccién sopla el viento a la velocidad constante
a. La fuente del sonido es inm6vil y se halla en el mismo plano.

En los ejercicios 4151 —4154 hallar las evolventes de las lineas
que se indjcan.

4151, De la,circunferencia 24t = R

4152. De la catenaria y = a ch~ .
4153. De la evolvente del c.trculq

z =a(cost 4 tseni),” y = @ (sen §— t tos ).
4154. De la parébola semictibica.y =322, & ='--24%,
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§ 3. Ecuaciones de segundo orden
y de érdenes superiores

Casos particulares de las ecuaciones de segundo orden

En los ejercicios 4155—4182 hallar las soluciones generalcs de las
ecuaciones qna se indican,

- 4155, y" = z + sen &. 4156. y = arctg z.
457, Y =Ina. 4158. y
4159, ' =y’ +z. 4160, y" =‘?+:c.

el 14+ 29y + ()P +1=0.

4462 2y’ =y In L,

4163. (') =y'. 4164 22y'y = (¥')* + 1
4165. y" — 2 ctg 2.y’ = sen® x.

4166. 1 4 (y')* = 2yy".

4467, (1)* -+ 2uy" = 0. 4168, a®y’ — y = 0.

5169. ' =t M0, ' 42— (y ) =0
iVy =il
M1, yy" + ()2 = 72, yy" = (y')%

4173, 2yy" — 3 (y')2 = 4y’
4174, y{‘l—lny}y +1+Iny 2=
7. ¥ = 2py'. , i

4176. cosy- w+mny(~§;)z :ﬁ.
M. yy' — y')> =y’
M78. yy' —yy' Iny = (¥')"
“79. vy (L —2 /L 4.
4180. <z+a)y +x(y)’z=y
- A8t 'y = ) + ( ")
4182, zy w-—{y Ji=y'=0.
En los e}ercmlos 4183—4188 resolvaz las. ecuacmnes medlanta na
“sustitucion conveniente: yy' = p, (y 2 o= py oy = p, o ===p. eto.
483, zyy" + = (') = 3yy’. 4184, xy =3 (e“' — 1).
85, yy' (') == 486, ' 4~y — L =0,
M87. 2y L (2 —"‘i_y) =0. .

488, ' =y (2 Vg —1b).
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En los ejercicios 4189—4199 hallar las soluciones particulares. de
las ecuaciones para las condiciones iniciales que se indican.

4189, y" (z*4-1)=2ay'; Ylomo=1, § lemo=3.
4190, 2y’ +a (Y- Y =0; pler=2y ¥lea=1.

# x2 s T
4191, y”._='%--{--? # ¥ e=o éﬂu y"||xéa*—j4.

L 2= 8% 0 Yhmez=1, Y ez —1
cyy =P =) Yt =1, ¥lemi=—1
i ysyw= __1' U|x=i=1-; y'l»::w——O . %
eyt Yo =W3,  pla=YE.

4196, y' = e2; Ylemo=0,  Yleo=1.

4197, 2(y')z»=yﬂi(y““1); ylx=1=2; .{/waiz_‘i

4198*. 2y =(y—ay')% Yo =1, ¥ =1 =1.

99, y'=ay' +y+1; Uleo=1, ¥ l=o=0.

- 4200%, ;Cual es la linea cuya propiedad consiste en que el radio

de curvatura en cualguier punto es proporcional a la longitnd de la

normal? Considerar el coeficiente de
pmpércioozmlidad igual a kb= —1, 41, 41

4201. Hallar la linea para la cual
la proyeccién del radio de curvatu-
ra sobre el eje Oy sea una constante
igual a a.

4202. Hallar la linea gue pase por g
el origen de coordenades y para la | T P z
cual el drea del tridngulo MTP (véase
la fig. 70) engendrado por la tangente Fig. 70
en un punto M de la linea buscada, por 1
la ordenada MP de este punto y por el eje de abscisas, y el drea del
tridngulo mixtilineo QM P, estén en razén constante e igual al niimero
k (k>7).

4203. Hallar la linea para la cual la longitud del arco medida
desde un cierto punto, es proporcional al coeficiente angular de Ja
tangente al punto extremo del arco.

4204. Un punto de masa m es lanzado hacia arriba verticalmente,
con la velocidad inicial vy. La fuerza de resistencia del aire es igual
a kv®. Si consideramos Ia vertical como el eje Oy, para el movimiento
dirigido hacia arriba tendremos:

mv‘%%-= —mg—ki?,
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¥ para la caida tendremos:

m-'-;—f-: —mg - k2,

donde y::%f—. Hallar la velocidad del cuerpo en el momento en
que efectia la caida. :

4205. Un hilo flexible y no extensible es suspendido por sus dos
extremos. jCudl serfa la forma que adoptase, en estado de equilibrio,
el hilo bajo la accidén de una carga distribuida uniformemente a lo
largo de la proyeccién del hilo sobre el plano horizontal? Se pres-
cinde del peso del hilo.

4206, FIallar'la ley del movimiento rectilineo efectuado por wun
punto material de masa #; si se sabe que el trabajo realizado por la
fuerza que tiehe la misma diréccion gue el movimiento y que depende
del trayecto, es proporcional al’ tiempo transcurrido desde que co-
menzé. El coeficiente de proporcionalidad. es igual a k.

4207*. Un rayo de luz, procedente del aire (indice de refracei6n
my,) incide sobre un liquido euyo indice de refraccién es variable, El
4ngulo de incidencia formado entre la vertical y la direccién del rayo
es a,. Bl indice de refraccién del liguido depende linealmente de la
profundidad y es constante en el plano paralelo al horizonte, mien-
tras que a la superficie del liquido es igual a:m,, ala profundidad 4,
igual a m,. Hallar la forma del rayo de luz en el liquido. (El indice
de refraccién del medio es inversamente proporcional a-la veloci-
dad de la propagacién do luz.)

!

«Casos particulares de las ecuaciones de Ordenes
' superiores .

En los ejercicios 4208—4217 hallar las soluciones gonerales de las
ecuaciones. : ;

4208. y" =L, 4209. |y" = cos 2z.
4210, X mets, 2101, a2yt=(')
4212 axyV=yo, 2213, y'=(").
4214, y'y" =3 ("2 . 4215, yy"—y'y" =0.

4216, U= 0
217, r—yrm (L)

Soluciones ;aproximadas

4218. Al estudiar las oscilaciones’ de' un sistema material de un
grado de libertad, se présenta la ecuacién diferencial de la siguiente
forma 'y = f, (z) + f. () < F;(F) ™ Resolver esta ecuacién grafi-



§.3 ‘Ecuaciones de segundo -orden- 305

camente, si
DA@ =01 ) ==V, @) =05y 0"y lwmi=
=¥ famo =0;

2 h (z) = =%, @) =0, i) ==0 1y — 0,1y e
¥ lizeg == ¥ lx=o ‘,—-1

4219:0y" = yy' —-'c” Yl = A, Y ey = 4

1)-Resolver “esta: ecuac‘i'én gréilcamente :

2} ‘Hallar varios primeros'términos. de desarrol.lo delasolucién
en'serie ‘d¢  potencias;

4220, Fal lar. los -Beis: prlmaros—termmea de desarrollo en serie de

13" solueion tle la écuacion d:feranclal = %— Ax que ' satisface

las condiciones iniciales : Y lamy =1, ¥ |z = 0. '

4221, Hallar la solucidn parmcular de la ecuacién y =z seny,
buscdndola en forma de serie de potencias, que satisface las condi-
ciones iniciales pglety=0;y ,[H\_-a—,m(r[[iﬁi;gimém seis primeros
términos.)

- 42322, Hallar la solucmn particular y = f (z) de la ecuacibén g’ =
= zyy’, buscandela en forma deserie de potencias. L solucién sa-
tisface las condiciones: iniciales f (0) = 1, " (0) = 1. Si se limita a
los: cinco primeros términos de desarrallo, {son bastantes para- ¢al-
cular f (=0;5)conexactitud Kasta 0;001?

4223. Hallar los siete primeros términos de desurrollo en serie
de la solucién de la ecuacién:-diferencial yy” + ¥ 4+ y =0, que
satisface las condiciones iniciales ¥ |.—p == 1, ¥’ {3 =0. ¢De qué
orden infinitesimal es la diferencia y — (2 ~ x «— ¢~*) para z — 07

4224. Hallar los 12 primeros termlnos de dcsarro]lo en serie de
la solucién de la ecuacion diferencial y” 4+ yy — 2 = 0, que:satis-
face las condiciones iniciales ¥ =y = 0, ¥’ lu=o =0. Calcular: la

1

integral j y dz con exactitud hasta 0001 Calcnlar ¥ le=g5 CON

exactitud hasta 0,00001.

4225*%. Un circuito eléctrico estd compuesto de la mductanc]a
L = 0,4 henrios y un bafio ecléctrico, los cuales estén conectados
sucesivamente. El baiio contiene 1 litro del ‘agua acidulada con un
poco de dcido sulflrico. La corriente eléctrica descompone el agua
debido a lo cual cambian la’ concentracién y, como consecuencia, la
registencia de la disolucion en el bafio. La tensién en los hornes se
mantiené constante (20 V). La cantidad de sustancia desprendida
durante la electrélisis es proporcional a la corriente, al tiémpoy al
equivalente electroguimico de ‘la sustaneia’ (ley de' Farada: ). El
equivalente clectroquimico del agua es igual a-0,000187. gy(} Al

20—0176
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comienzo del experimento la resistencia de la disolucién fue igual a
R, = 29, la corrientg inicial, 10 A. Hallar la depedencia (en forma
de una série' de potencias) entre el volumen del agua en el recipiente
y entre el tiempo.

4226%. Un circuito: eléetrico estd compuesto de la inductancia
L = 0,4 henrios y un bafio eléctrico, los cuales estin coneciados
sucesivamente. La resistencia inicial del liguido en el bafio fue’
ignal a 2 ohmios. Un litro del agua en el bafio lleva disueltos™0 g
de cloruro de hidrégeno. La corriente eléctrica descompone el 4cido,
cambiando:]a,concentracién’ de la disolucién (compéarese con el ejer-
cicio anterior en gue cambia no la captidad de sustancia disuelta,
sino el volumen del disolvente). La tension en los bornes es igual a
20 V, el eguivalenté electroquimico-k del cloruro de hidrégeno es
igual a 0,000381 g/Cy la corriente inicial, 10 A. Hallar la dependen-
cia (en forma de una serie de potencias) entre la cantidad del dcido
clorhidrico en la disolucion y él tiempo.

§ 4. Ecuaciones lineales

4227. Las funciones 2® y 2% satisfacen cierta ecuacion diferencial
lineal homogénea de segundo orden. Comprobar que:constituyen el
sistema fundamental y formar la-ecuacion.

4228, Lo mismo, con respecto a las funciones e® y z%".

4229 Las funciones z, z°, ¢ forman el sistema.fundamental de
soluciones de la ecuacién diferencial lineal homogénea: de tercer
orden. Formar esta ecuaeidn. '

4230. Las funciones z? y-a® forman el sistema fundamental de
soluciones de la ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo
orden. Hallar la solucién de esta ecuacién que satisfaga las condi-
ciones iniciales y lyey = 4, ¥ lomo = 0.. ¢

4231: Las funciones cos® z y sen® z satisfacen cierta ecunacién li-
neal homogénea de segundo orden:

a) comprobar_que forman el sistema fundamental de soluciones;

- =b) formar la ‘ecuacién; ! 3 = o
¢) Mmostrar que lag funciones 1 y cos 2z son otro sistema funda-
mental de esta misma ecuacion. .
4232*,-Si y, -es la solucién particular de la-¢cuacién

VYR @+ Q@) =0,

y3=Cyy _5-9-.5:1’..{:;;.{:: ;ﬁ‘

entonces,

(C:e5 una- constante) también es la solucién. Mostrar esto aplicando,
‘tres métodos:® - ' _—
1) probando:directamente; 2) sustitiyendo y =4z, 3) valiéndose.

de’ la férmuls. de’i Ostrogradski.
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+-4233. Hallar :la_solucidn .genéral :de la-ecuacién (1 — #)y" —
= 2zy!. - 2y %= 0, conociando:su-solucidén particular yf= z y va-
liéndose de-la. férmula: delcejercicio 4232, * .. - .o v oofL
4234, R‘ea'élllii‘ei:,_jl_'g'éﬁ_ﬁ_uadiﬁ_n_ ‘yf'-I—%y__’—Fy_; 0 co_q‘pé:':l‘_ehdd__;g.:%olu.
¢ién particular y,ﬁg. v % S
4235. La ecuacion (2z — D)y 4 (22 — 2) y'st 2 (4 — ) y=
= 0 tiene la siguiente solucién: y = €*. Hallar la solucién de la
ecudcién’ que “Batisfaga * 1a§" condiciones iniciales g J.—, =
V' lem =1, ” : ._ : E
32.136*__.___'1{3_11&1' la_condicién necesaria y suficiente para que la
ecuacion y* £ y'P (z) — y@ (z) == 0 tenga_dos solucionés lineal-
mente independientes y, e y, que satisfacen la condicién y,y, = 1.
4237*, Hallar la solucién general de la ecuacién

1—2a®y —ay + 9% =0,
si su solucién particular es un polﬂingz_hiu de tercer grado.
En los ejercicios 4238—4240 es ficil dar con una solucién par-
ticular (sin tener en cuénta la solucién trivial y = 0) para la ecua-
cién dada. Hallar las soluciones generales de estas ecuaciones.

== L]

4238, y' —tgz-y' 42y =0. 4239. 'y"—y’-{--% =0.
el 2 r 2
&240. y —zz': ly -i--;_%—-:o.

4241. Hallai la solucién general de la ecuacién
&2 y'" — 3a%" + Bay’ — by = 0,

conociendo las soluciones particulares y, = z, y, = 2%,

En los ejercicios 4242—4244 hallar las soluciones generales de
las ecuaciones no homogéneas.

4242, 2%" — ay’ + y = 4a®.

" z i 1
4244, 3z 4 228 y" — 6 (1 + 2) y' + By = 6.
| 4245. La ecuacién (1 + 2% y" + 22" — 2y = 42® 4- 2 es sus-

ceptible de tener la siguiente solucién particulai: y = 22 Hallar la
solucién de esta ecuacién que satisfaga las'condiciones y |x=; = 0,
¥ o lemeqy =0 .

4246. Hallar los seis primeros términos de desarrollo en serie de
potencias de la solucién de la ecuacién diferencial y — (1 + 2%) y =
= U que satisfaga las condicionés/iniciales ¥ |yme = —2, ¥’ |imo = 2.

4247. Hallar los nueve primeros términos.de desarrollo .en serie
de potencias de la solucién de la ecuacién diferencial y* = z?y — y*
que satisfuga las condiciones iniciales y |ieq = 1, ¥’ Jxep = 0.

20+
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4248, Escribir en forma de serie de potencias la solucién parti-
cnlardela ecuacion " —zy’ + y =1 =0, lxmg = 0, ¥ |y=o = 0.

4249, Escribir en forma de serie de potencias la solucién general
de la ecuacién y" = ye*. (Limitarse a los seis primeros términos.)

4250, Escribir en forma de serie de potencias la solucién general
de la ecnacidén y" + zy’ — 2%y = 0. (Limitarse a los seis primeros
términos).

Ecuaciones con coeficientes constantes

En los cjercicios 4251—4261 hallar las soluciones generales de
las ecuaciones. :

4251, ¥" -y — 2y = 0. 4252, " — 9y = 0.

4253, y" — 4y’ = 0. 4254, ' — 2y’ — y = 0.

4255, 3y" — 29" — 8y =0. 4256. y" -y = 0.

4257, y" + 6y’ + 18y = 0. 4258, 4y" — 8y’ + Sy = 0.

4259. y'—2y' +y=0. 4260. 4 TE 2092 4 9520,

4261. 2y" 4 y' -+ 2 sen? 15° cos® 15°y = (.

En los ejercicios 4262—4264 hallar las soluciones de las ecuacio-
nes gue satisfagan las condiciones iniciales que se indican.

4262. y"-—-.-éy' +3y =0 y 5_:‘0 =8, If' f¢=o =10.

4263, '+ 4y 429y =0; ¥ls=0=0, ¥' Jo=0 = 15.

4264, 4y" 4y +y=0; Ym0 =2, Y le=o =0.

4265. Sea dada la solucién paricular de cierta ecuacién! lineal
homogénea de segundo orden, con coeficientes constantes y, = e™.
El discriminante de la correspondiente ecuacién caracterisiica es
igual a cero. Hallar la solucién partieular ‘de esta’ ecuacién diferen-
cial, la cual, junto con su derivada, se reduce a 1 para z = 0,

4266, Hallar la_curva integral de la ecuacién 3" 4+ 9y = 0 que
pase por el punto M {n, —1) ¥y que toque larecta y +1 =z —m
en este mismo punto. .

4267. Hallar la curva integral de la ecuacién y" + ky = 0, que
pase por el punto M (z,; ¥o) ¥ que toque la recta y — Yo = a (@i 2,)
en este mismo punto. )

En los ejercicios 4268—4282 formar las soluciones generales de
Jas ecuaciories no homogéneas buscando sus soluciones .particulares
mediante la seleccion conyeniente o bién aplicando el método de
variacién de las constantes arbitrarias, ° i P

4268, 24" +y —y = 2. 4269. y" + oy = €%,

4270, y* Ty +Oy=senz,  A427M. Y -2 + 5y = — 5 cos 2z.

4272, ¥ = By’ 4 9y =22 — <3,

4273, y' — 2y + 2y 22 4274 ¥ A+ 4y’ — By = 1.

4275, ¥ — 3y +:2y = f(x), si f(z) es-igual a: -

1) 10e7%; 2) 3¢} 3) 2 sén @ 4) 22 — 30; 5) 2¢% cos % ‘
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6) z — e7¥ 4 4;.7) €T (3'= 4x);-8) 3z + 5:sen2u;
9) 26 — ¢~**; 10) sen x sen 2z; shx. |
4276, 24" 4 S5y’ = f (z), si-f (z) es igual af
1} 52 — 2z — 1; 2).€%; 3) 29 cos z; 4) cos® x;
5) 0y1e~25° — 25 sen, 2,5 7 6) 29z senz; 7) 100z.e7" cos a;
8) 3-ch %
4277, ¥ — 4y + 4y = f(x), si f(z) es igual a:
1) 1; 2) e~%; 3} 3é%%; 4) 2 (sen 2z -+ z); 5) sen z cos 2z;
8) sen’x, 7) 8 (@ 4 et Sen 2z); 8) sh 2z,
9) shz - sen z; 40) €* ~ sh (= 1)
6278,y o+ y =1 (2), 7(2) o5 igual a:
1) 22° — 2 + 2; 2) —B cos Bz; 3)-cosz; 4) senx — 2e7F
5) cos x cos 2z; 6) 24 sent z; 7) ch z.
4279. 5y" — By + 5y = f(x), si f(x} es igual a:
3 3

1) 563 2) sen%z; 3) ¥ 2% —z+42; 4) €b.cosz;

"
5) €3 .sen£; 6) 13 &*-cha.
4280. y" -y + ctgtz=0. 4281. y"—--2y’-f—y=xzi+1,
4282, y"—y' =f(z), si' f(z) es igual a:
1) +e= i 2y VT —eF; 3) e¥cose”

En los ejercicios 4283—4287 hallar las solucionés particulares de
las ecuaciones que satlsfagan 1as condwlones iniciales que se indican.

4283. 4y'+ 16y’ +15y=4e T ; y{,_o_._.‘i Yle=p = =5, 5.
;284 vy —2 —|—10y—10:c“-1‘183:+ B i Jxmo =1, ¥ lawg =
= 3,2 3
4285. " — y' = 201 =2) Y lhmg =1, ¥ lamo = 1.
4286. y" — 2y’ = e* (a® + a:—3).y|,,=o_.2 Y o= = 2.
4287, " + y-{—sen?:c—ﬂ Yloma = ¥ Ja=a= 1.
4288" Mostrar que la solucién particilar y de la ecuacidn apy”
4 ayy' - a.y = AeP* (ay, a,, a, son los coeficientes constantes p

v A son los niimeros rea] os 0 complejos) tiene la forma § = 0} e,
si p no es la ralz de la ecuacidn caracteristica @ (r) = ay? + air -+

Fag=0; ¥ rp (P) e 'si p es la raiz simple de la ecuacién carac-
teristica; = q},‘pj e’™, si p es la raiz doble de la ecuaci6n carac-
teristica.

En los ejercicios 4289—4292 hallar las SO]!.IGIO]"IES generales de las
ccuaciones de Fuler. :
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4289, =%y" — 9zy’ +21y-0 4290 2y + a2y F oy ==z
4291, y—L 4 =2

4292, 2%y — 28y + Yy 4+ 2 — 2% = 0.
4293. Si el eje del drbol de una turbina estd colocado horizontal-
mente y si el centro de gravedad de un disco que lleva el drbol, no

A --«_——~-A_- e g 8

Centra de Gravidad - _‘P,l .

Fig. M

estd en el eje, la flexién ‘y del eje del &rbol (véase la fig. 71), al girar
éste, satisface la ecuacion

cm + (—---— u)z) y=gcoswl+n’e,

donde m es la masa del disco, & es ol niimero constante gue depende
del tipo de sujecién que se emplee en lps oxtremos 4 y B; @ es la
velocidad angular de la revolucién, e es la excentricidad del centro
de gravedad del disco. Hallar'la integral general de esta ecuacidn,

4294, Un punto material de masa de 1 g efectiia.el moyimiento de
repulsién a lo largo de una recta, desde un centro. La fuerza de re-
pulsién es proporcional a la distancia que media entre el punto y el
centro {el coeficiente de proporcionalidad es igual a 4), La resistencia
del meodio es proporcional a la velocidad del movimiente (el coefi-
ciente de proporcionalidad es igual.a 3). Al comenzar el movimiento,
la distancia entre el punto y el centro-es igual a 1:cm, la velocidad,
igua] a cero. Hallar la ley del movimiento.

4295. Una particula de masa 1gua1 a1 g avanza a lo largo ds;una
recta hacia el punto A, bajo la aceién de cierta fuerza de atrageién
proporcional a’la distancia que media entre-la particula yel p'unto A.
A la distancia igual a 1 ¢m-actia la fuerza. iigual a.0,4 din.
tencia del medio es proporcional a- la vely idad: del mcv1m1em.o [
igual a 0,4 din a.la velocidad de 1 cm!s n el ‘momento ¢ = 0 la
particula se halla'a 10 cm del puiito Ay si'velocidad es igual a cero.
Hallar la dependencia entre la- distancia:-y elitiempo y calcular la
distancia para ¢ = 3 s (con exactitud hasta 0,01 em).

" -4296. Un punto material de masa' i se de.splaza a lo largo de la
recta; del punto 4 al punto B, bajo la accién de la fuerza constante
I, L"l resistencia del medio e proporclohal a la distancia que medie
entre el cuerpo y €l punto B. En el momento inicial (en el punto 4)
es igual a f.(f << F). La velocidad. inicial del'punto es igual:a dero.
¢Cuénto tiempo tardard el punto en desplazarse de 4a B? (4B = a).
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.. 4297, Un cuerpo de masa:igual a 200-g estd colgado del-muelle.
Al:ser extendido:éste en 2 ¢mj el-cuerpo fue sacado ‘del-estado de
reposo ‘y-fue-suelto-(sin velocidadrinicial). :Hallar la ecuacion ‘del
movimiento del cueérpo considerandoila résistencia -del medio pro-
porcional a la velocidad .del movimiento. Si el cuerpo se desplaza
a la velocidad 1 em/s,’el medio ofrece la resistencia igual a.0jt kef.
La tensién del muelle al ser extendido er’2 cm'és igual a10:kgf.
Se prescinde del peso del muelle. Bt : A ’
4208. Un zoquete de madera cilindrico (S"= 100" em®ih =
= 20 ¢m, y = 0,5 g/cm® ha sido_sumergido completamente én el
agua_yisuelto sin:velocidad inicialziCGonsiderands qué la fuerza de
rozaiiiento es proporcionalia la' altura de la parte gumergida, -escla-
recer cuil debe ser el coeficiente de-propor¢ionalidad & para que
sobre la superficie.del agua aparezca cxactamente la mitad. del zo-
quete, como resultado de la primera subida. = . w
;Cuénto tiempo (¢) durard la primera subida? = =
;Cuél es la ecuacién del movimiento durante la primera subida?
4299*. Un tubo lérgo y estrecho: pira-alrededor’de un eje verti-
cal y perpendicular a aquél, cop velocidad angular . En el momen-
10 inicial, a la distancia a, del eje;en‘el intéridr tel tubo hubo un
pequeiio globo de masa m. Considerando que en el momento inicial
la velocidad del globo, respecto al tubo, era igual a cero, hallar la
ley del movimiento del globo respecto al tubo. g~
4300. Resolver el problema del ejercicio ‘anterior suponiendo
que el globo estd sujeto al punto O con un muelle. La fuerza con
que el muelle actia sobre el globo es proporecional a la deformacidn
del muelle, la fuerza igual a k& dinas modificala longitud del muelle
en 1 cm. La longitud del mielle en estado libre es igual a ap.. .

. . Ecuaciones de érdenes superiores

En los ejercicios 4301—4311 hallar las soluciones generales de
las ecuaciones. a .

4301, y~ -9y =0t 4302, yVi—13y"1- 36y =0.

4303. 3™ = 8y" — 16y. 4304, ™) =16y, -

4305. y* — 13y’ — 12y = 0,

4306, y" — 3y 4+ 3y —y = 0. : -

4307, y'IV) L 2y #.g"zﬂ. 4308, y"™ =y,

4309. yIV) Jy=0.

4310, b4y VID 4 48y(VD | 124V) 4" =0,

311,y 2y LGS e gy =0,

5312, y"=—y"i Y=0=2, Yl=0=0, ¥ l=o=-1.

313, YV —y'5 Yl—o=0, Ylhemo=1, ¥ lmo=0,
y'" l:!‘=0 =1 y"v) ixm0ﬁ2- "



312 Cap. X1V. Ecuaci dif ial

En los ejercicios 4314—4320 formar las soluciones generales de
las ecuaciones 1o homogéneas, buscando sus soluciones particulares
mediante la seleccién conveniente o bien aplicando el método de
variacién de las constantes arbitrarias.

4314, y"' —_ 4y”. 4 By — 2y = 2z - 3.

4315, y" — 3y + 2y = e~ (4a® -+ 4o — 10).

4316, yIv) By +- 16y = cos z.

4317, V) 4 2a%" -'aty = cos az.

4318, yVi + y"" =2 — L.

4319, V) — y = 2™ -+ cos .

4320, yOV). — 2" 4~y = 8 (¥ + &™) < 4 (sen z + cos z).

4321, y" A+ 20" + Y 4 267 = 0; Y lumo =

Vole=o =1, ¥ la=o = 1.
4322 " — y =32 — 2% Y lemo =Y lomg =Y lamp = 1.
4323, Resolver la ecuacién de Euler 2*y™ 4+ zy' — y = 0

§ 5. Sistemas de ecuaciones

diferenciales
-:%-:y—.'?:s, %7-933'}'9‘
4324.1. 5 4324.2, d
+2z+5y..-0 “" —=3z 4y
r : ff, z—y+2,
| == ay
4324.3. 43244, ) Wy iy,
dy =3
z - Y. ,33
= =2r—y
%=x 2y -z, 'M—Sx—y-}z,
d
43245 | r=—z+y+3z 4324.6. ——x+y+z,
%—:x—z L a,' -—-4x-—-y+éz
(las raices de la ecuacién caractdristica son ry=1, r,=2, =5).
' 3 2a:-|-y. '
4324.7 ﬂ%‘-x+3y—z,
L -a‘--*-2y+3z—a:

{las raices de la ecuacion caracteristica son ry=2, ry 3=3:1).
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4328,

4330

4332,

4334, {

’ 2zy
= E_ g

' 2z2

z :——-———;2_yz_z3 .

48 B e sent,
%+y =C0s {.

dy
T+ e

dz d*z
@t =1

=y (z--y),
y=12'(z—p)
2y
dt2
d2z

= =V

4331, {

4333, {

dx
B~y

=,

dy dz

i

T r—z

4335.

En los ejercicios 4336—4339 hallar las solucionés particulares de
los sistemas de ecuaciones diferenciales que satisfagan las condiciones
iniciales indicadas.

4336. {

dy _ yi—uys

g T ze—yz '

dz _ z(z-4y)

dr  zi—yz '

dx 2z
T

dy I
Tg—-"‘-'-i"y 1‘5‘: ’
dz

G =ETY—2

.4 R L
_d'I_z+m Y

ds

y]r—o=i;

z Ix___g‘——— —1.
1

Z =1 vy

| L
Vi=1=—3.

& i!mﬁ — 1?
Yt =2 [t = O
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d

ZF=v+s Z o = —1;
4339. | W74z, g Mp—

dz

“ﬁ'=$+y! - z1i'=l]= .

4340. Hallar la pareja de lineas que posean las siguientes propie-
dades: a) las tangentoes trazadas en los puntos de abscisas iguales, se
cortan en ¢l eje de ordenadas; b) Jas normales trazadas en;los puntos
de abscisas iguales, se cortan en el eje de abscisas; ¢) una de las li-
neas pasa por el punto (4, 1), Ia otra, por el punto (1, 2).

4341. Sean dadas dos lineas: y = f (z), que pasa por el punto

x

0, 1) ey= j f (t) dt, quo pasa por el punto (0, —12~) :

-—ga

Las tangenies trazadas a las dos lineas en los puntos de abscisas
iguales, se cortan en el eje de abscisas. Hallar la linea y = f (z).

4342. Hallar la linea alabeada que pase por el punto (0, 1, 1)
v que posea las siguientes propiedades: a) al desplazarse ¢l punto
de contacto a lo largo de la linea, la proyeccién de la tangente en el
plano Ozy describe la bisectriz del dngulo formado entre las direc-
ciones positivas de los ejes Oz y Oy; b) la distancia que media entre
la citada proyeceién y el origen de coordenadas es igual a'la coorde-
nada z del punto de contacto. )

4343. Dos pequeiios globos de sendas masas m, estdn ligados por
un muelle muy ligero:(su alargamiento es proporcional a la fuerza
de extensién). La longitud del muelle no extendido es I,. El muelle
fue extendido hasta I, y luego, en el momento ¢ == 0 .ambos globos
situados verticalmente uno encima del otro, comienzan a caer (se
prescinde de la resistencia del medio). Al cabo de-un lapso de tiempo
igual a 7, la longitud del hilo se reduce hasta l,. Hallar la ley del
movimiento de cada uno de los globos, .= '

4344, Un tubo horizontal gira alrededor del ejé vértical con
velo¢idad angular igual a 2 radiantes por segundo, Envel interior del
tubo gc encuentran’ dos pequefios globos de masas iguales a 300 g
y 200 g, respectivamente, estando.més alejado del eje.de revolucidn
el que pesa més. Estdn ligados por-ufi muelle’impondeérable elastico
y no extendido de 10 cm de longitud. La fuerza de extensién igual a
0,24 ¥ actfia sobre el muelle debido a lo cual éste queda alargado en
1-6m. Bl centro de gravedad del sistema de los globos se halla alejado
10 cm del eje de revolicién, Los globos se-mantienen en la p osicidon
descrita por cierto mecanismo. En el momento considerado como de
referencia para comenzar a medir el tiempo, la accién del mecanismo
cesa, v log globos se ponen en movimiento, Hallar la ley del movi-
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miento de cadauno de los-globos: respecto al t.ubo {Se presc:nde del
rozamiento.)

#4345, La veloeidad del crecmnento de los cultwcs mlcroorgﬁ—
nicos:es. proporcional a-su cantidad 'y’ a. 14" cantidad,-disponible de
sustancias: nutritivas (el coeficiente dé proporcionalidad’es-igual.a
k). La velocidad de disminucién.de’sustancias nutritivas es propar-
cionil: a:la cantiddd;disponible-de: mwrnorgum-smos (el coeficiente
de- roporcmnahdad «es:igual a-k;). Al comienzo del experimento-en
la vasija hubo A4 microorganismos y Bysustancias nutritivas, Hallac
la dependencia entre la cantidad 4 ‘de microoiganismos y la ‘eanti-
dad-B de sustancias fintritivas; y el tiempo:(k >.0, %,:=0)."

- 4346%, Supongamos. que lasi bacterias ge multlplman con*veloci-
dad propaorcional-a: su: canhdad»dlspamble (el .coeficiente.de propor-
cionalidad es. igual a @), pero-al mismo‘tiempo elaboran un:'voneno
que las va matando, con ve]omdad proporcional a la’ cantidad del
veneno y a la cantidad de bacterias (el ‘coeficiente dé proporcionali-
dad es igual a b). Supongamns también que la velocidad con que se
elabora el veneno, es proporcional a la cautidad disponible de bacte-
rias (el coeflcwnte de proporcionalidad es igual & ¢). Primero la can-
tidad de bacferias crece alcanzando ciertd.valor maximo, pero luego
decrece tendiendo a cero. Mostrar que para cualquier momento ¢
la cantidad N de hacterias:se da por la: férmula

&M
{eht - gmhty2 '
donde M es el maximo de bacterias y el tiempo ¢ se mide a partir del
momento en que N = /i, k es cierta constante.

4347. Dos. cilindros cuyas bases se hallan en un mismo plano
estdn unidos abajo por un tubo capital 'y contienen un liguido, de
altura desigual (H, y I7,). En una unidad de tiempo, cierto volu-
men del liquido pasa a través del tubo, siendo proporcional a la
diferencia ‘de alturas, es decir, igual a c««(h; — iy}, donde & es.el
coeficiente de proporcionalidad. Hallar-la ley que vige el cambio
de la altura del liguido en los cilindros situados encima del tubo
capilar, La seceién transversal de los cilindros es 8, y S..

§ 6. Problemas de calculo

4348. Un aparato eléctrico calienta 1 kg del agua, siendo sumer-
gido en su -interior. La capacidad calorifica del agua s¢ considera
constante y la temperatura inicial igual a 8,. La resistencia R del
aparato eléctrico depende linealmente de la temperatura 6: R =
= R, {1 4~ 0,0048), donde R, es la resistencia a 0° C (esta loy es
vélida para: la mayoria de los metales puros). El termoaislamiento
de la vasija és perfecto debido a lo cual se prescinde de la pérdida de
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calor. Hallar la dependenci'a entre la temperatura 6 y el tiempo ¢
en el intervalo 0 < ¢t < T si:

1) La tensién E se introduce uniformemente desde £ = 0 hasta
E = E, por espacio de T s. Calcular con exactitud hasta 1°, cuantos
grados aumentard la temperatura del agua al finalizar el décimo mi-
nuto si 8, = 0°, E, = 110V, R, = 10Q y T = 10 min.

2) La tensién. cambia de acuerdo con la ley &£ = E, sen 100 at.
Caleular, con exactitud hasta 1°, cudntos grados aumentard la tem-
peratura del agua al finalizar el décimo minuto si 8, = 0°, £, =
=110 V y R, = 10Q.

4349. Una espiral cuya resistencia es igual a 24Q calienta un
litro del agua que ‘cede, por.su parte, su calor al medio ambiente
cuya temperatura es igual a 20° C (la velocidad del enfriamiento es
proporcional a la diferencia de la temperatura del cuerpo y la del
medio): Se sabe que si la corriente se desconecta, la:temperatura del
agua baja de 40° a 30° en 10 minutos. La temperatura inicial del
agua ¢s de 20° C. jCudl serd :la temperatura del agua al calentarse
diez minutos si:

1) La tensién se mtroduce uniformemente desde E, = 0 hasta
E, - 120 V por espacio de 10 minutos? La exactitud debe ser de
0,1°

2) La corriente es alterna, la Lensién cambia de acuerdo con la
formula E = 110 gen 100m:? La exactitud debe ser 0,1°.

4350. Sea dada la ecuacién y' = = — 22, Formar la tabla de los

valores de la solucién que satisfaga la condicién inicial y|.—, =1
dando a z los valores de 4 hasta 4,5 con intervalo igual.a 0,05, Los
cdlculos deben efectuarse hasta la tercera cifra decimal.

4351, Para z == 1 calecular el valor de la solucién particular de Ia
ecuacién diferencial y' =y -+ = que satisfaga la condicién. inicial
¥)x=o = 1. Calcular las cinéo primeras aproximaciones y,, ¥, Yg,
Y Us (hasta la cuarta cifra decimal) aplicande el-método de lus apro-
ximaciones sucegivas. Comparar los resultados:

4352, Se sabo “que la integral " s ™ dz 10 'se puedé expresar
nmediante funciones elementales. Aprovechando que la funcién 'y =
x

= gt Y e™t* dt es 1a solucién do la couacién diferencial g o= 2zy +
' °
0,5
+ 4, caleular-. 5‘ e™*" dz. Aplicar el método de las aproximaciones
o
sucesivas-y limitarse a la quinta aproximacién: Comparar el resul-
tado con: el valor aproximado calculado porla ¥egla de Slmpson
4353! y = f (z) &s la_solucién de la ‘ecuacién diferencial:y’ =
& y? —g siendo la .condicién inicial .y limp == 1: Hallar la cuarta
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aproximacién (y,) aplicando el método de las aproximaciones suce-
sivas limitdnde n cantidad de snmandos: que sea necesaria para
caleular y;/(0;3)! resticifrastidecimales.: Luego, - hallar varios pri-
meros términos de desarrollo de f () en serie de potencias; calcular
1 (0,3) con tres cifras exactas después de la coma; considerando
7(0,8) como resultado més exacto, evaluar el error de g, (0,3).

4354, y = f (z) es la solucién de la ecuacién diferencial y" =
z%--—? dadas las condicionos iniciales ¥ |g=q=1, ¥’ | a=o= 0.
Hallar f (1,68) con exactitud de 0,001.

4355%, y = f (z) es la solucién de la ecuacitn diferencial y”
= i’ — y + x dadas las condiciones iniciales ¥ .=y = 1, ¥’ |2=y
= 0. Hallagif:(4524) con exactitud de: 0,000001. .

4356%, 7 = f (z) es la solucién de la ecuacién diferencial y" =
=2y’ — y-+¢° dadas las condiciones iniciales ¥ |z=p =1,
Y le=g = 0. Hallar f (»2—) con exactitud de 0,0001.

4357. La linea viene dada por la ecuacién y == f {z}). Hallar ek
desarrollo de la funcién f (z) en serie sabiendo que satisface la ecua-
¢ién @iferencial y" = zy y las condiciones iniciales. ¥ |y =0,
¥ xmp = 1. Calcular la curvatura’de la linea en el punto cuya absci-
sa es igual a 1, con exactutud de 0,0001. % :




Capitulo XV

Series trigonométricas

§ 1. Polinomios trigonométricos

gl + e—ix
2
demostrar que las funciones sen™zx y cos"x

4358. Valiéndose de las formulas de Euler osz=
ix _ g-ix
2
son susceptibles de ser presentadas en la forma de polinominos
trigonométricos 'de n-ésimo. orden.

4359. Demostrar las relaciones

" &
Y senz=

2n 2n
S sen” x cos my dz = Ssen"zsenmdz:
1]

an 2n
- j cos" xcosmrdr= j cos" zsenmadr=0
0

st m>n (m y n son nimeros enteros).

4360. Mostrar que cada polinomio trigonométrico de n-ésimo or-
den que contiene solamente cosenos, es susceptible de ser presentado
en la forma P (cos ¢), donde P () es ol polinomio de n-ésimo orden
respecto a z.

~ 4361. Demostrar la relacion valiéndose de la férmula de Euler
(véase el ejercicio 4358)

2en

R I LE 3 VL
2 2
cos @t cos 29 . .. FCoS R == - :
SEIJ%
4362, Demostrar las relaciones:
_ sen2agp
'1] Cosq)-i-cossq)-!' e +w3(2’3_1)muw 3
:w,uﬂT(P gen Qa9 —:1] 2
2) seng-sen2¢4 ... tsennp= %

T —
561 3
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4363. -Hallar los ceros ‘de los polinomios trigonomeétricos .

sen @ - sen 2 4 ... + senngp
¥ . :¢0s @ + cos 2¢¢ . . . =+ COS
en el intérvalo [0, 2n].
4364. Mostrar que el polinomio trigonométrico
sengt B g g SBRD

R

en el intervalo +{0; n] ‘tiene -imdximos ‘en los  puntos n_“ T

. n-r;-i y ooy (29— 1)’1"—1{ y minimos en los puntos %'
2"'2}1&‘ ---.(:q:-:-—'l)—%-:i, donde g=%-,_ si noes par y q__:'n-;-i

8l n es impar, )
4365*%. Demostrar que el polinomio trigonométrico sin términe
libre
d, (g) = a;cos ¢+ bysen @+ ... + ap Cos N + by sen ne
no igual idénticamente a cero, no puede conservar el signo constante
para todas las @.

§ 2. Series de Fourier

4366. Mostrar qﬁe la funcién y = a® se}i-.% yparaz==0ey =0

cuando z = 0 en el intervalo [—m, nl, es continua junto con su pri-
mera derivada, pere no satisface las condicioneés del teorema de Di-
rich]et.]éEs posible desarrollarla en serie de Fourier en el intervalo
[—s, nl?

Resolver los problemas de los ejercicios 4367—4371 en el supuesto
de que la funcién f (z) es continua. _

4367. La funcién f (x) satisface la condicién

flz + ) = —f ()

Demostrar que todos sus coeficientes pares de Fourier son iguales a
cero (@y = ay =by, =a, =by= ... =10).
4868, La funcién f (z) satisface la condicién

flz+m) =1

Demostrar que todos sus coeficientes impares de Fourier son iguales

a Ccero.
4369. La funcién f (z) satisface las condiciones f (—z) = f (2) ¥

flz -+ n) = —f ().
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Demostrarque by 2= by = by = ... =0yay,=a, =3 = ...

" 4370, La funcién f (x) satisface las condiciones
f(=2) = —f @y f+n)=—f()

Demostrar que gy = @ =@, = ... =0 ¥ by = b= bs =

i v U
4371. La funcién f (z) satisfaco las condiciones:
a) f(~a) =f(x) v f+a)=f()
D) f(—a) = —f(x) ¥ [+ a)=]()

iCuiles de sus coeficientes de Fourier se reducen acero?

4372, Desarrollar la funcion igual a — 1 en serie de Fourier en el
intervalo (—m, 0) e igual a 1 en el intervalo (0, =).

4373. Desarrollar la funeion y = -1‘- —_ ?en el intervalo (0, m)

én serie de senos.
4374. Valiéndose de los resultados de los cjercicios 4372 y 4373

obtener el desarrollo para las funciones y =z e y ==L . Indicar

Ix -2 -x O x 2 3m =
' Fig. 72

los inlervalos para los cuales sean validas las férmulas obtenidas.
4375. Desarrollar la funcién y = % — -g- en el intervale (0, m)

en serie ‘de cosenos.

4376. Desarrollar 1a funei6én y = z® en serie de Fourier: 1) on el
intervalo: (—mt, n);-2) en el intervalo (0, 2n) (véanse las figuras:
72 y 78).

Valiéndose de los- desarrolloa obtenidos calcular las aum.w de-las
series:

Slai+-g-+ I

s,-_i- -|-32 s (— A
ey m

33-='1+—3-2f-|-§'+.,-+m+...
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En los ejercicios 4377—4390 desarrollar en seric de Fourier las
funciones dadas en los intervalos que se indican.

H r4nt

-2w -w 0 m 2w Iwr 4w %

- Fig. 73

4377. La funci6n y = 2® en el intervalo (0, @) en serie de senos,

4378. La funcién y = 2* en el intervalo (—m, m). ;

4379. La funcién f (z) igual a 1 para —n < 2 << 0 e igual a 3
para 0 << oz << m.

4380. La funcién f () igual a 1 en el intervalo (0, %) e igual a 0
en el intervalo (h, nt) en serie de cosenos (0 << h << ).

4381. La funcién continua f(z) igual a 1 para x = 0 e igual a 0
en el intervalo (2k, n) y lineal en el intervalo (0, 2k) en serie de co-
senos (0 << b << n/2). ]

4382. La funcién y = |z | en el intervalo (—I, I).

4383. La funcién y = & — 1 en el intervalo (0, 2n).

4384. La funcién y = e* en el intervalo (—I, ).

4385. La funcién y = cos ar en el intervalo (—m, m1) (z no es
un namero entero).

4386. La funcién y = sen az en el intervalo (—n, @) (2 no es un
niimero entero).

4387. La funcién y = sen az (a es un niimdro entero) en el in-
tervalo (0, n) en serie de cosenos.

4388. Lu funcién y = cos az (a es un nimero entero) en «l in-
tervalo (0, n1) en serie de senos.

4389. La funcién y = sh az en el intervalo (—n, n).

4390. La funcién y = ch = en el intervale (0, nt) en serie de co-
senos y en serie de senos, .

4391. Desarrollar en serie de Fourier la funcién cuye gréfica estd
ropresentada en la fig, 74,

4392*, Desarrollar en serie de Fourier la funcién cuya grifica
estd representada en la fig, 75.

21—0176
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41

\

o [
LY
[
]

Fig. 74

r 4w =
E]

1
B
]
]
]
N
e

ig. 75
4393*. ‘Desatrollar. en se“e de Fourier las funcippes cuyas gra—
ficas . estin represestadas en lgs figuras 76 y 77.

Y
| 1
P - 1 i
b Ng ~ma), - O _%l ] .
- : « e T [
'l
Fig. 76
4
4 I __i !
\/':— 1 ol .
et ~fi-a)- & g ~a e
Fig: 77

4394, Desatrollar 1a funcibh Jy ‘a(m— ) en serie, .de senos en
el mterynlo (0, x). Aplicar el resultado obténido para caledlar la

sumna déflaseri ;
1 | ()i
1 -»-1.;{_+-;;f53-_.—',ﬁ‘.7;{- i +7\.§.;*._)__1)§.+ P
4395, Sea la funcién @ (z) = (n® = 2%



_ § 3. Método de Krilov. Anélisis arménico o828

a)-Mostrar que se verifican las igualdades
P (=) =g ), ¢ (—n) = ¢ (1) ¥ ¢" (=a) =9 (W)
[pero @™ (—mn) == " (@)].
b)-Valiéndose.de; .1ds:regultados -obténidos, desarrollar la funcién

¢ (x) en:serie de Fourier en el mter\'ralo (=11, :1.)
+ ¢) Calcular la suma de la serie

R s SREPI o | LA IO

§ 3. Método de Krilov.
Analisis arménico
En los ejercicios 43964399 mejorar Ia coﬁﬁé?'gencia de las se-
ries trigonométricas haciendo que los coeficientes alcaiicen el:orden

k indicado entre paréntesis.
o0

4396+, 3

n=1

n?
ST Sennz (k=4).

4397, Z (_1),1_,.-:4-.1 Sennz(k=2]

2
n=1 +1
. 4398, 3 _,i: cosne (k=4).

n=0
i nm

serl-—'

4399*. D —— cos na (= 5)-

ne=g

4400. Las funciones f; fa:) (# =1, 2, 3) son'dadas en el intervalo
[0, 2n] por la siguiente tabla:

! 0 .."'.‘..ii 2n Eﬂ_ e “in | 4n | an | 5n |14 |
s Bl T st P8l = .o 51D

fi@krio e bs Bo be o0 {48 f22, los lso l2 fse

! :
falz) 0,43‘ 0,87 0,84] 0,57) 0,28] 0 |-0,30,—0,64{—0,25| 0,04 0,42 0,84

3

fa(z)|'2,3.0 8,2 | 244 | 1,6 |<0.4/—0,2/—0,4| 0,3 0,7]0,9 [1,2[1,6

Hallar larexpresiéniaproximada de estas funcignes en forma de un
polinomio trigonométrico’ de segundo orden, '
21



Capitulo XVI

Elementos
de la. teoria del campo®

Campo vectorial, divergencia y rotor

4401, Hallar las lineas vectoriales del campo homogéneo 4 (P) =
= ai + bj + ck, donde @, b y ¢ son constantes.

4402, Mallar las lineas vectoriales del campo plano 4 (P) =
= —wyi + ozj, donde @ es constante. R

4403. Hallar las lineas vectoriales del campo A(P) = —
— oyé + wzj + kk, donde ©,y h son constantes.

4404. Hallar las lineas vectoriales del campo:

1) A (P) = (y + 2) & — zf — zk;

N AP)=(z—yi+(z—2j+ (g —a) R

N AP) =z @ =Nt —y(@+2)]j+z(*+ )k

En los ejercicios 4405—4408 calcular la divergencia y el rotor
de los campos vectoriales dados.

4405, A (P) = i + yj + k.

4406, A (P) = (1 + ) i + (& + ) j + @ + 1) k.

4407, A (P) = a%yzi + xy’z‘g + zyk.

4408, A (P) = grad (z* + y* + 2%).

4409. El campe vectorial estd formado por una fuerza que tiene
el valor constante 7 y la direccién positiva del eje de abscisas. Cal-
cular 1a’ divergencia y el totor de esie Chmpo.: - i
. 4410. El campo vectorial plano estd formado por una fuerza in-
versamente proporcional al cuadrado'de distancia que media entre
el punto de su-aplicacion y el origen de coordenadas, y dirigida hacla
el origen de coordenadas. (Por ejemplo, el campo eléctrico plano for-
madoipor una carga puntual.} Hallar la divergencia y el rotor de
este campo. ' _ 4 ' o
" 4411. Hallar la divergencia y el rotor:del campo espacial cuyas
giopiqdadetrson.las mismas que caracterizan el.campo en el gjercicio

10. . i

"~ %' Los'ejercicios que contiesien prohlemas roferentes a las propiedades del
campo escalar ¥ su gradiente aparecen en el § 4 del capitulo X1.
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4412, Tl campo vectorial estd formado por una fuerza.inveérsa-
menté proporcional a la distancia que media entre el punto de su
aplicacién y el eje Oz, perpendlcular a este eje y dlrrglda hama 61,
‘Calcular 1a divergencia y el rotor-de este campo. 4

4413. El campo vectorial estd formado por una ‘fuerza inversa-
mente pmparcmnal a la distancia que media entre su punto deé apli-
cacidn; y-el plano. a.Oy, y dirigida hacia el origen de coordenadas.
.Caleular la dwergencla de este' campo. i

En los ejercicios 44‘14 v: més adelante 7 es ¢l radm vector, r =

= | |, su méddulo.

4414, Caleular div {m-), donda a es el escalzu crmstante

4415. Demostrar la relacion :

div (pd) = @ div 4 + (4 grad ).

donde @ = ¢ (x, y, z) es una funcién escalar.

4416, Calcular div b (ra) y div # (ra), donde @ y b son vecto-
Tes constantes. 3

4417, Calcular div (@ x ), donde @ es un veclor constante.

4418. Sin pasar a las coordenadas, caleular la divergencia del
campo vectorial:

1) A (P) = » (ar) — 2ar%
2) 4(P)=rr=r

[r—ral®’

d ——————.
3) gra e

4419, Calcular la divergencia del campo vectorial
A(P)=f( ]""” Tr1°

Demostrar que la divergencia del campo es igual a cero salamente

cuando ;‘(|rf)=-—?% , si el campo es espacial, y f(]#»|) :anI'

si el campo es plano, donde C es cualquier niimero constante.
4420, Demostrar que

rot [A4, (P) + A, (P)] = rot 4, (P) + rot A, (P).

4421. Calcular ot [@pd (P)], donde q: = ¢ {x, y, 2) es una fun-
cion escalar.

4422. Calcular rot re donde @ es un vector constante.

4423, Caleular rot (@ X #) donde @ -es un vector constante.

4424, Un gélido gira con la-velocidad angnlar constante @ alre-
dedor del eje. Hallar la divergencia y el rotor del campo de veloci-
dades lineales.
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4425. Demostrar la relacién '
n (grad (An) — rot (4 X m)) = div A,
si m es un vector constante singular.

Es sumamente conveniente aplicar ¢l vector simhélico V (el operador nabla
ﬂet)Ha:m.lLon} a las operaciones diferenciales del andlisis vectorial (grad, div,
rot):

_ 8 ) a
Ve bty I R

La aplicacién de este operador a una u otra magnitud (escalar o vectorial)
debe ser comprendida de la manera siguiente: conviene efectuar, de acuerdo con
las reglas del dlgobra véctorial, la multiplicacidn de este vector por la magni-

tud dada; luego la multiplicacién dell simbolo 6% , etc., por la magnitud § debe

considerarsa como la bisqueda de la derivada correspondiente. Entonces:se tiene
grad u = Vu; div'd = V4; rot A=V X 4. . =
El operador de Hamilton es vélido también para ser aplicado a las opers-
?iqnoa':.di e'rencin;'es -d_e segundo orden:
) VW o = div grad yXV u= Tot grad u;
VV (VA) = grad div A; V(V x 4) = div rot 4;
VX (VX A)=rotrot 4

4426. Demostrar que = Vr" =nr", donde 7 es el radio vector.
4427. Demostrar las relaciones:
1) rot grad u = 0; 2) divrot 4 = 0.
4428. \Demostrar que

Idivgfadu:-an;u el W

Bzt dy2 fz2 7
{Esta expresion se llama operador de Laplace y suele ser designada
por Au. También puede ser usado el operador de Hamilton para es:
cribirla en la siguiente forma Au = (VV)u = V*u.) E
- 4429, Demostrar que .
" rot rot A (P) = grad div 4 (P) —-AA4 (P);

donde A4 (P) = Ad,d -+ Adys + A k.

Potencial
4430. El campo vectorial estd formado por el vector constante 4.

Verificar: que este campo tiene potencial y hallarlo. |
4431. El campo vectorial esté formado por la fuerza proporcional
a la distancia ‘que 'media entre el punto de su-aplicacién y el origen
de coordenadas, y dirigida hacid el origen de ¢oordenadas: Mostrar
| [ ot

que este campo es conservativo, y hallar-el potencial.
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4432. Las fuerzas del.campo son inversamente. proporcionaleg a la
distancia. que mediaentre los puntos de su: ap]lcacwn v el plano
Ozy, ¥ dirigidas-hacia el origen: de coordenadss. “¢Es consbrvativo
este campo?

4433. Las fuerzas del-campo son proporcionales al cuadeado de
distancia’ que media’entre los puntos, de su ‘aplicacién y el eje Oz
y dirigidas hacia el origen el de coordenadas. ;Es conservativo este
campo? " . .

4434, El campo vectorial estd formade por la fuerza inversamen-
te proporcional a la distancia.que media entre el punto de su aplica-
cibn y el eje Oz, porpendzcular a este eje y dirigida hacia él. Mostrar -
que este campo es conservativo y hallar su potencial, :

4435. Ll campo vectorial est4 formado por velocidades lineales
de los puntos de un sélido que gira_ ahededur de su eje. ;Tiene poten-
cial este campo?

4436. Las fuerzas del campo son dadas del modo siguiente:

A(P) = f(r) ;:- (el asi llamado campo centrado). Mostrar que ¢l po-
tencial del campo es igual a

u(z, 4 9=\ 1) dr =V ETFF5).

a

Obtener de aqui, como caso part:cular
el rotencial atractivo .de la masa puntual_

el potencial del campo para el ejercicio
4431

‘4437, Hallar el trabajo de las fuerzas
dsl campo 4 (p) = zyi + yzf + xzk al des- Fig. 78
plazarse el punto de masa m a lo largo de
una lfnea cerrada compuesta de un segmento, de Ia raotu z - z=1,
y = 0, la cuarta parte de la' circunferencia z° - y* =1, z =0y
un segmento de'la recta y 4+ z =1, z = ( (véase la fig. 78) seg{m
la direccién indicada en el 'dibujo. ;Cémo cambiaria el valor del
trabajo si el arco BA fuese sustituido por la linea gquebrada BOA o
por el segmento BA?

Potencial de fuerza de atraccion®)

4438. Sea dada una barra homogénea AB de longitud 2! y de
densidad lineal §, situada en el plano OFn vy en el'eje OF simétrico
respecto al origen de coordenadas (véase la fig. 79).

* Aqui (en los ejercicios: 4438——4&49) se tiene en cuenta la fuerza de la gra-
vedad que actfia; de acuerde con la ley de Newton. En vez de decir el «potencial
de la masas sitnada sobre {o dentro de) un objeto geométrico, dircmos, para
abreviar, el epotencial del ohjeto dados.
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a) Hallar el potencial u (z, y) de la barra.

b) Mostrar que las proyecciones X e ¥ de la fuerza de atraccién
sobre el punto P de masa m cuyas coordenadas son Ej= z, (N =]y,
son iguales a

i 1 mkd AC
X (gp—5)  ¥=—22 (55 +7%)
v el valor de la fuerza resultante R es igual a R =
% Peé y)

1
|
{
i

- |

A a 8 ¢ b3

Fig. 79
_ 2mkd

= =e|1—(ar.-{-f5) donde % es la constante de la gravitacién

(C es la proyeccién del punto P sobre el eje OF, @ es el angulo
APC, B, el angulo BPC).

4439. Hallar el potencial de la circunferencia z® + y® = I%,
z = 0 en el punto (R, 0, 2R), si la densidad en cada punto es igual
al valor absoluto del seno del idngulo formado entre el radio vector
del punto y el eje de abscisas.

4440. Hallar el potencial de la primera espira de la hélice homo-
génea (la densidad es igual a §) x = acost, y =asent, z = bt en
el origen de coordenadas.

4441, Hallar el potencial del cuadrado homogéneo de lado a
(la densidad superficial es igual a §) en uno de sus vértices. |

4442. En el plano Ozy viene distribuida, una masa de densidad
8, qna va disminuyendo desde el origen de coordenadas mpdiando

i+ . Hallar el
potencial en el punto (0, 0, &), (Considerar tres casos: b <1, h=1

entre ellos la distancia p, de acuerdo con la loy ﬁ =

> 1). ;

4443%. Calcular el potencial ‘de la superficie homogénea lateral
de un ecilindre circular:

1) en el centro de su base,

2) en el centro de su eje (eI ridio del cilindro es R, la altuva H;
la densidad superficial, 6).

. 4444, Calcular ¢l potencial de la superficie lateral homogénea de

un cono circular recto (el radio de la hasé es A, la altura, H) én su
vértice.
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4445.-Sea dado un;eilindro /citcular homogéneo (el radio de la
base es R, la altura,:Hl, la:densidad, 8). j

1) Hallar el potencial:en:el centro de su.base.

2) Hallar el potencial en el centro. de su eje. :

4446. Sea dado un cono recto ¢ircular homogéneo (el radio de la
basc es R, la altura, H, la densidad, §). Hallar el potencial del cono
en su vértice. st O - : _

| 4447, Hallar el potencial de'la semiesfera homogénea z* - §* -
+ 22 & R®(z > 0) cuya densidad en el punto A (0, 0, a) es-igual
a §. (Considerar dos casos: ¢ > Ry a < R). 3

4448%. Hallar el potericial del cuerpo homogéneo limitado por dos
esferas concéntricas de radio. B y r (R > r), respectivamente, y de
densidad 6, en el punto que dista a dek centro de la esfera. (Conside-
rar tres casos: ¢ > R, a{r, r< @ < R.) Mostrar que si el punto
se halla dentro de la cavidad del cuerpo; la fuerza de gravitacion
que actia sobre este punto, es igual a cero.

4449. Hallar el potencial de la esfora maciza no homogénea

@t P+ PR

en el punto 4 (0, 0, a) (@ > R), si la densidad 8§ = hz?, es decir, es
proporcional al cuadrado de distancia que media entre dicho punto
y el plano Ozy.

Flujo y circulacion (caso plano)

4450, Calcular el flujo y la circulacién del veetor constante A =
lo largo de una curva cerrada cualquiera L.

4451, Caleular el flujo y la circulacién del vector A (P) = ar, don-
de a es escalar constante y # es el radio vector del punto P, a lo lar-
go. de una curva. cerrada enalquiera L.

4452, Calcular el flujo y la circulacién del vector A(P) = zi —
—yj a Jo largo de una curva cerrada cualquiera L.

4453, Calcular el flujo y la circulaciéon del vector 4 (P) =
= (a® — y) i -+ (4° + 2) j a lo largo de la circunferencia de radio R
cuyo centro se halla en el origen de coordenadas.

4454. El potencial del campo de velocidades de las particulas
de un fluido corriente es igual a u = Inr, donde r = J'z® + ¢
Calcular la cantidad del liquido que sale del contorne cerrado L
que rodea el origen de coordenadas, en la unidad de tiempo (el flu-
jo) v la cantidad del ligquido que pasa en la unidad de tiempo a lo
largo de este contorno (la circulacién). ¢Cémo cambiard el resultado
si el origen de coordenadas se halla fuera del contorno?

4455, El potencial del campo de velocidades de las particulas de

un fluido corriente es igual a u = @, donde ¢ = arctg E‘ . Determinar
el flujo yla circulaci6n del vector a lo largo del contorno cerrado L.
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4456, El potencial del campo ‘de velocidades de las particulas
de un fluido corriente es igual'alu (z; y) = = (22 — 3y?). Calcularla
cantidad del liquido que pasa en la“unidad de tiempo a través del
segmento de la recta que une el origen de coordenadas y el punto (1,1).

Flujo y circulaciin (caso espacial)

4457. Demostrar que el flujo delradio vector + a través de cual-
quier superficie cerrada es igual al volumen triple del cuerpo limi-
tado por esta superficiel

4458. Calcular el flujo-del radio vector a través de la superficie
lateral del cilindro ciccular (€l radio de base es R, la altura, H), si
¢l eje del cilindro pasa por el origen de coordenadas.

4459. Determinar a qué serd igual el flujo del radio vector a tra-
vés de ambas bases del cilindro del ejercicio anterior valiéndose de
los resultados obtenidos en los ejercicios 4457 —4458, ;

4460. Calcular el flujo del radio vector a través de la superficie
lateral del cono circular cuya base so encuentra en el plano zOy y
el eje coincide con el cje Oz. (La altura del cilindro es 1, el radio de
base 2). = e '

4461. Hallar cl flujo del vector 4 (P) = zyi 4+ yzj -+ azk a tra-
vés de la linea divisoria de la parte de la esfera &% - 32 - 22 =1
que se halla en el primer octante.

4462%. Hallar el flujo del vector 4 (P)=yzi 4 azj—+ ayk a
‘través de la superficie lateral de la pirdmide cuyo vértice se halla en
el punto § (0, 0, 2) y caya basc es el tridangulo de vértices O (0, 0, 0),
4@2,0,0yB(01,0. - '

4463. Calcular la circulacion del radio vector a lo largo de una
espira A8 de la hélice z = d cosi, y = asen i, z = b, donde A y
B son los puntos que corresponden a los valores de los pardmetros
0y 2a. b
4464. Un sélido gira con la velocidad angular constante w alre-
.dedor del eje Oz. Calcular la circulacién del campo de velocidades
lineales & lo largo de la circunferéncia'de radio R cuyo centro se halla
en el eje de revolucién y el plano es perpendicular al eje de revolu-
cién en el sentido de la revoluéién.” A

4465%: Calcular el flujo del rotor del campo’de vectores 4 (P) =
= y¥ <~ zj + ak a través de la superficie'del paraboloide de revolu=
cibn -

2= 2 (1 —=a? —g?) -

recortada por el plano z = 0.



Respuestas a los ejercicios

Al capitulo I

1. Todos los nfimeros n per:enece‘:\ a la scrie natural, excepto n =1 ¥
n= % Si 123 suma de los dngules es S y el nfimera vde lados n,' so tiene § =
it (o B, : i

4. a) Para = —2, 2 =1, z= 6 la funcién se rednce a cero;

by paraz < —2, —2 <z <1, z>86 la funcién es positiva;
¢) para 1 < z < 6 la funcién es nogativa.

1 atm b2 5 adt
8. 7 7. §=—7p—tga & b=y B=ab

9, fO)=—2 f(1)=—05 [D)=0; (—=D=4 ( _?)= —s5;

(VD = —o022.... |1(5)|=t vO=2 o 1=05;

2) = 0; —2) = —4; 4)y = 0,4; [ (1) iate; —14 xiste.
P o g e T i e T
= a3 — 3a% 4 3¢ — 2} 2f (2a) = 16a% — 2.

1. F(O)=-%- : F(2)=1; F(8)=2 Fl(—i}:r—:;; F25=13

F(—49= i 90— 0 @Q=1 0 (=)=
@ {r) = 2%% para z >0 ¥y rp(x}lz 2-%-% para = <1 0; @ (—1)} F{1)=1.

% 1=a'
2. 9O =0; p ) =a; Pl—H=—35 ¥ (F)=a T3 pler=aeth

1 {(—ay=—al-a. !

13, p ()=t 14 [pOF =04 20041. |

20, La relacién b:j (a)esigualu la tangente del dngulo formado entre

1a secante que pasa por los puntos (a, f (a)} ¥. (baf (1), ¥ el sentido positivo dal

o 02; a) 2y =0, 2, = 2; b} z, =1—‘1_, zq = 3.
Booy=—2,3=5,23= e i

24. z = o siempre serd una raiz.
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25, 4y — 2; ~2,2, 4 10,
20, 3= —3; zp= =2, 53 =2, z,= 3.
.zL 1 yz22,
2B. a= 4, b= -,
1 : ) ) __l
29. a—-—m 2 —1,04 (poniondo sen 0,5~ 0,48); b=1; c= 5 -+
1 1
m =1,04; b=—1; c=-i+(2k+1)ﬂ {(k=0, i!'

2, ... 30 y=(z--1)2 3L y=lE’§? 32. y=Y @ TE.

33, u=1)/ 1+ gsenz)2. 34. v=sen (1+$z).
35.1) y=1" v=senz 2) y=y v, v=1d, w=2z+ 1; 3) y=lgwv,
v=1tgz4) y=u u==senp, v=2r-} 15 y= 5% u=1% v= 3z 1.
36. u}—-g—;b)ﬂ; ¢) sen 12; d) —sen 2r cos® 2r;e)2® — 327 - 32® — 220 | o3
f} 0; g) sen (2 sen 2z).

8. 0) y=t VI=; 9=k VI 3) y=VF=2% 4 y=5;

5} y=—l&5; 6) y—*——w-;ﬁ-i: Ty y=1logy (x84 7} —~logy (#2—2)—z;

4 2kn 6 a=
r

T,
z2
8) y=Arccosm .

39*%. Scan = > 0e y > 0, ontonces se tiene y + y —ac —z=0; y= =
(la grafica es la biscetriz del primer angulo coordenado?. Seanz >0ey <0,
entonces se tiene y — y -~ z — z = 0; x = 0 (la grifica es el semieje negativo
Oy). Sean = < 0 e y > 0, entonces se tiene y+ y — 2 -+ = = 0} y=10 (la
grafica es el semieje negativo Oz). Sean = < 0 ¢ y << 0, entonces se tiene y—
— gy — - z=10, que es la identidad (la gréfica os cl conjunto de todos les
puntos interioreg del tercer dngule coordenado).

40, :
z|1]12] 3 4 1 5 6
11,1_1L1
¥ 2| F |24 |120| 70
41,
nft|2|af4als|e|7] 8]0 10|11]12]13]14]15]16]17] 18] 18] 20
wlolej2fzfs|slalaletals]siels|a|ofr|7]s]s
42,
a1 |2|a|a|s]6]7]8[9|10]14]12]€3]14]15]|16]17]18]19]20
slojotol1|of2fof2|1|{2f{o]4a]o]a]z2]s]|ols]lo]a
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43. Si f {} es el pego.del segmento A M, se tiene f (z) = 2z para 0 Lz <
<l j=&=2 '*".CE"__(;'T.”.P“B Il <z 4_3_,[{11) =z+4+2 para 3Lz Lh
La fuficién vienc determinada-cuahdo 0 <z <4 - =

4. Pars 0 < & < R S= 7 (2R — z)%, para B < » < 3R § = nR?, para
3R Lo < 4R § = n (6Rz — x* — BRY). Fuera del intervalo [0, 4R] la fun-
€ibn 8§ = f (z} no cstd determinada. ) o

&5, 'V=ﬂz_(ﬁz—i.) 3 0=z <2R,

4
. e ke .
46, S=-2?2- v‘éﬂz—,$2f, Qﬁ\:x < 2R,

. L
A7)z >0, D> —3; ) 2 K5 4) — o L2'K0: 5) todo el ejo nu-
_mérico, excepto los puritos z 4-= 1;'6) todo el pjlg numrico; 7y noe estd determina-
do 56l para x == 0, z = —1, = = 1; 8) toda el cje numérico excopto los puntes
z=1yz=219) -1 L <10 —0 Lz LOyd <z L ooj 11} — o <L
<x£1¥ 3Lz < oo} en el intervalo (1, 3) la funcién no_estd delinida;
12) — o0 < <1y2 <2 < os; en el intervalo {1, 2] 1a funcién no estd defi-

nida; 13) —4 <2< b 1<e <3 15 0La <t 1) —3 <2 <o

17) ngg%—: 18) —1 £ .ét; 19 ~ o0 <= L0 20) no tiene sentido;

2) 1 < 2 < 4 22 2kn < 2 < (2k+ 1) n, donde k es un entero; 23) 2kn <
<z < (2k + 1) 7, donde & es un entero; 24) 0 <z <4y 1 <z < oo,

B 1) —2<r<0y0<s<tin A<r BN <r<hig<

<z <232 < # < oc0;5) el dominio de definicion consta sélo del punto 2 = 1;
) 1 <r<lyl <z <22 <r<o;N8—2n<a<I—m3 g
L4:8) b L —ny0Lr L N 2n <z < (2k+4 1) x, donde k es
un entero; 10) 4 <z <5y 6 < x < oc; 11) no esti definida en parte alguna;
12) —1 <z <1y 2 Lz < 3; 48) todo ¢l aje numérico;. 14) &4 < » < 6; 15}
2 <z <3

49, 1) Si; 2) son idénticas en cualguier intervalo que no contenga el punto
(.zu= 0; 3} son idénticas en el intervalo [0, oco); 4) soid idénticas en el intervalo

v w)

50. 1) Por ejemplo, y=1/%—z% 2) por ejemplo, y=--—-’=_-:
zvfg——xs

" 1 i 1
S pee epmply, y=c gt gt ,

M. )1 <2<<320<L s <+ oo paradosramasy 1 < =z < - oo para
otras dos ramas.

D2, — o0 <z << o0, :

53. 1) y >0 paraz > 2; y < 0 parax < 2; y = 0 para z = 2; 2]§> 0
paraz <2yz >3y <Opura2 <z <3,y = Oparaz, = 2y, = 3; 8}y >
> 0 en el intervalo (— oo, =0), la [uncién no ticne ceros; 4} y > U cn los inter-
valos (0, 1), (2, # o); y < 0 en los intervalos (— oo, 0) ¥ (1, 2}; y = 0 para
=0, =1,73=2,5) y >0 parazz£0;y=0paraz=0. )

<54, 1), 3), 8), 10), 11), 15) son pares; 5}, 6), 9), 12, 14), 17) son impares;
2¥, 4), T), 13}, 16) no son pares ni impares.. [

55.1) y=(F+D+3n 2) y=1 -4 (=F— 2 B y=

={son 2z 4+ tg 1) 4- cos_‘é 2
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ax-i-nﬂx:'.‘- AR g
2 z R )

fi+z)‘-°°+(-l_,—a:1m° S {1 +x)mo_.(1 —z)100

57, 1) W=

3 y=

59, Las funciones 1), 5). 6);8).
60, Véanse las grificas en ias figs. 80 y 81.

73 ¥
Fig. 80
¥
? ///
%" 9 F 8 z
Fig. 81

61. 1) En el idtervaly (i~ sy 0) decreee, en el intervalo (0, + oo) crece;
2) en el intervalo (— oo, 0) decrece, en el intervalu (0, + =a) conserva su valor
constante, que- es,o&.caro, ey |-

62. 1) El-valoz.méximo, os. 4,el wlor m:mmn es 0; 2) el valor méxlma esi,
ol valor minimo cs jgual a —1; 3) el valor maximo es 2, ¢l valor minimo es 03,
4) no ticne valor mﬂxlmu. ol minimo es 1.

65. 1__-£| 66, 8) pes0.727h: hf 10,5 gi/em?; ¢} 36,4 om. 67. r-%—w.

68." 1),3--3- 44 2) y=-1,*195x+1.91_0.. 3) ye=—0,57z-48,68.

69. ay v = 100 % 08505 ‘100 cms.
70. §= 16,6 4 1,34t. 71. V =12 —0,7¢,
4 T2 Ap= 6. 73, Ay =, b T4 Az = 4.
< - 75, E] valur fmftp tgrn:i 2a.
76! & = 3; gréficanisnty se *Buscnfle! purito de-interseecian de la grifica: de
l'a funcién'y = 9 () ¥ la rocta gleie s
78*. Es nogesarid pibdlar Mtefctér & queé Jos: datos dol problema Tlevan
suprimido. &l signo ‘d¢ igtialddd. de I siemprervalida relacién’| f:(z)'H- @ (2)) .g
<|flz (h{ | 3 | @ {2} |.} La estricta designaldad: se verifica para‘z <3 yx.> 4
El probléma picde ser golucibnadoyconstruyendo lag gréficas. de las; iunmones
# ‘-‘:'(z)—lf{ﬂ-i'q?(z)ll Y‘Nﬂ"‘]i(ﬂi-{-l;&(:il

70, z < 2, Véase la indicacidn al ejercicio
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#0+ .. sobre el intervalo ((—ea; —3);

: —-g- 2245 sobre el intervalo [—3; 3],

%-;—-2- “sobro el intervalo [3; 6].

B.4) ym—g W 3= 2) y=gg g a= =308 y=5 yum

=
-]

2 3 . y :
sm0; 4) o — T pare s =77 9 y=fiy pama s g

84:'4) = —6 para z= —2; 2) y=0,318’?5 para z==; 3} y=

o
L

0o &z

para

ool en

s o sy BB S Sl
s=gi 4 y=a* para z=0; 5) y= —F b para z=-,

@ - a a 2
85, u=?+,—z. 86, “=5+7' 87. 4 m. B8. Cada uno a 50 cm.

89. Aquel cuya scecidn axial es un cuadrado. —
90. Cnanto menor es la altura del cone, tanto mayor es su superfici¢ tate~

ral. La funcién aleanza su valor maximo cuando el radio dé la base es iguela

es decir, cuando el cono degenera en un diseo plano.
12,5 cm. TR

92. La altura del rectingulo debe ser igual a la mitad dc la altura del:
tridngulo. <

93. Elradio del cilindro debe ser igual a la mitad del radio del coric,

94. El radio del cilindro debe ser igual a 2"';;%:‘5 para H > 2R;. para

H ﬁzﬂ’ la superficie total del cilindro inserito serd tanto mayor cuante mayor
[ :

-,

4

radic de su hase.
P 4
— . 97, — .
6—1'3 At+4
98. El lado debe ser igual a 10 cm.
99. El lado de la base v eada una ie las aristas deben medir 10 cm.

o P o
9.)--3-. 06. w==

3 3a
100, EI lado del tridsgulo dehe ser 1 8 —————,
. e e T

{M, El punto buscado cs (% %) r

102. El punto buscado es (-;’—?—, -13(-}) 5

104, :.‘z—-.i,h 2o 25 2,1 &) ay=—1, T!‘.gl;%; 3 ayp=0,5, Tpm4d;

2w . o
Ey=Ta=— 180e ralc I .
4y zy=umxy 7 5) no liene raices reales

105. 2, = -3, z, = 8. En la solucién grifica se busca el punto de inter-
soceidn de lla grafica ?ﬂe la Eun.cl'én_lp =q {.5 ¥ de lo pardbola y*'= Tz o 25.

106, Sid? — dac > 0 ya > 0,1a Tuncion estd definida en todoel rje numé-
rico- excepto ¢l intervalo z; < z < 3 donde z; ?' x, son: las rafces del trinomio. -
Pars; b? — 4ac > 0 y a <0 la:luncion esta def n'icf'a s6lo cuando oy < v < 330
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51 b — dae < 0y &> 0, la funcitén esti.definida en todo el eje numérico, Si
b — dac <0 y a < 0, la funcién no estd definida en parte alguna. Por fin,
para b — 4ac = 0 la funcién esté definida cn todo el eje numérico excepto un

punto, a saber, z = — i sia > 0, pero si a < 0, la funcién no estad definida en

2a
parte alguna.
107, f (z -+ 1) = 22® 4 5z 3.
108*, Sca e i ol =m, donde m es cualquier nimero real, entonces
A Fimre ™ : q ; .
{m—=1yz84+ 2 (2m — 1)z~ ¢ (3m — 1) = . El argumento z debe ser un
namero real, Eor consiguiente, (2m —1® — (m — 1) Bme —¢) =0 &
{4 — Bc)m? 4+ 4 (e =1}y m — (¢ — 1) > 0, pero como m es un nimero real,
esta desigualdad, a su vez, ew vilida solo cuando '
43¢0
4 (o= 112~ (d~vc) (c—1) <O,
de dtlmde 0L cig‘ié. pere como ¢ == 0, por consiguiente, 0 < ¢ < 1.
«pr = 1748,
110. Le varigzble z es inversamente proporcional a w.
{11. La variable z es directamente proporcional a v,
112. La cantidad de la sustancia desprendida es inversamente proporcional
al volumen del solvente.

114. 1) para z=1. y=4 (¢l valor maximo);

para =3, =%— {el valor minima};

2) para = —1, y:% (el valor méximo};
para z=2, ¥==2 (el valor minimo);

3) para z=0, y=1 (el valor mdxima);
para =4, Y= —% (el valor minimo).

z {—=z

U7 1) y=z; 2) y==5; 3) y= 3 14 y=+VYz=1; § y=%;
& y=2=1; MY=1 2 VZFTL 8 y=2 VF—T;

2
Hx .

9) y=lg 53 10) y= —2410%8; 1) y=2%;

! . 3 ; 1

12) y=1log, T—E?: 13) ym-é-lg 2_z_: 3 14) y= ?;nr'cso.-n 1},
14-arcsen x‘;i _ F o Y

15) y= — = 16) y-=icoaT (U= xr =< 2n).
{—aresen = 5 a8 T i

149 d= —a, 122, 1 <z .<8; y= 14 21-%%,

123. y=arcsen §/ z—zte2.

125, oy = —0,5, xg= 1, x = 54,5. g ) 4 3

126*, 1) z, =~ 1,4, las damus raices son imaginarias; =, es la ahscisa del
punto de “interseccion de las graficas de las funciones cibica y linéal: y = 23
0 y= —i - 4 2z = 1,25 = —1, xy = B; es conveniente aplicar ¢l cambio
de_la variable z = &' -+ seleccicnam!o a de tal mado- quo el coeliciente de
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2% g@ reduzca 8 cero; ¥ lupgn como en ¢l punto 1); 3) ¢y = 4, 2, = x4 = 1; véase

1a indicacién al punto 2 4Y zj =,.—1, las demds rafces sol. lmaginarias. ‘véase
‘la indigacién al punt.
127. 1):1,465 . 2} =14,26 cm.’3] casi ,8 e,

128, 8i y, = x". yp = 3z, se-tient

umd0n>1para0<:<iy1<y,ypara!<x<m ¥ s

cuando 0 < n <l para Q0 <z <1y > yq, P81 < x < oo gy < P
cuando —4 < n < U'para @ <x< yl L Yoy YPATAL < 2 < 0§y S Yy
cuiando n < —1 para 0 <z <1 y,_}y,, y.para 1 <z < ooy < pa

138, 5y = 1,-2, = 2. "
184, Los puntos do interseccién son @, 2); 3 8); (s ‘5] (—1,5; 0;3).
435: n = 15.

136. Partiendo de' la definicién. do las funciones hiperbélicas es posible
demogtrar “qué sh (—z) = —sh 2, th (—z) = =thz, ¢h(—=z) = ch 2. Estas
funciones po son periodicas.

140, Yoo =~ 0,8 para = = 0,4,

141. La grifica de la funcién es simértica respecw al origen de coorde-
nadas porque la fnnmén es impar. yma—_;——.
143, 1) A=A1, T=§—:rr; 2) A=mb, T=mn; 3} A=4, T=2;
4 A=2, P=dm; 5) A=1, T= 8 =i 0) 4=3, Tﬂ—i-ﬁ-ﬂ
.Zﬂ.i..-. N TR 3ﬂ—i. A B
144. 1, 2; 37 Ia 28 2y 4 dmg T ) )] 3|1»1; Bl
1.

1
. 1 E ]
9 07 i g |
146. El dominio de definicién es (0, m). El érea es méxima cuando
n ¥
.r=—-§-.
vi o a
147. =R zen (-—+—+arocos-7q—) 3
148, y=gen ]
T___ﬂg-_!q)___ __ _tiarcsen yo—1q aréson y,
T Tarcsen yy—arcsenyp 1ot ti—1ip 2

149, z==R (1co8 ¢)+a—1 e — RZsen® ¢, donde ¢=2mnt.’
151, 1) 2,=0, x93~ + 1,9; 2) z=0; + 4,5 4 7,72: luego, con exactitud

considerable se puede apreciar z = -+ M (r>>3); 3) zm 0,74 &) =

=0,9, 74=2,85, zg="5,8; 5) existe un sinmimaro de raices; zy=0, zy s un
poco MeEnos gque %, Ty €3 UN poco MAYOr (que 1—“ ., otec.
152. 1) 2m; 2) 2m; 3) 24; 4) 2.
i Ty
153, 1) y="1/2sen (=+-4-.) ;
R 1
.2) y—V5+2 8 sen (z+@g), donde gy =arcsen —r———-.
Lk ' Vs+2V3

22—-0176
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155, 1) El periodo es -g'- Sobre el intervalo [0, 2n) 1a funcién es susceptible
de ser presentada de Ia siguiente forma:

y=2gen z4-cos z sobre el intervalo [0. -;—] .
y==son r—cos x sobre el intervalo [-T—; :raJ,
: 3

= —gen z—cosz sobre el intervalo [3. T] ~

y = —sen z--cos = sobre el intervalo [ST“:, 2.11].

2) El periodo es 2xt. Sobre al intervalo [0, 2n] le funcién es susceptible de
ser presentada de la siguiente forma:

y=tgz sobre el intervalo [0, —;—E-) ”

y=0 sobre el intervalo (—ﬂ- n].

[T |

y= —tg = sobre el intervalo [:c. % :z) A

y=0 sobro el intervalo (-'3'— ™, 2:':]..
156. 1) El dominio de definicién estd compuesto de una infinidad de inter-
valos de la forma (2nm, (2n - 1) 71), donde n = 0, +1, 42, .. .; N0 es par ni

impar; periédica, el perfodo ¢s 2n. Sobre el intervalo (0, %) el seno crece desde 0
hasta 1, por consiguiente, lg sen = creco hasta 0 sin dejar de ser negativo. En el
intervalo (-;- ’ n) el seno decrece desde 1 hasta 0, por consiguiento, decrece

lg sen =, En el intervalo (z1, 2n) el seno tiene valores negativos, por copsiguiente,
la funcién g sen z no esta definida. 2) El dominio de definicién estd compuesto

de puntos separados de la forma = = -% -+ 2nn, donde n =0, -1, £2, ...

En estos puntos y = 0. La grafica son puntos sueltos del eje de 1as abscisas. 3) La
funcitn estd dofinida en todo el eje numérico, exceptolos puntos z-= an, donde
n=0, +1, +2, . G i
a {Lcos @b sen @)
arety BE LB -a (b'Cos @ —L Ben ¢}
S : z (2a—z)"
160, u='mi°°s[1n__?.-' P g ]
161, 1) =1 <=z <15
N0Le LS, N0Legli 4) -1 L2090 <z oo
B) ~oo <z <0 7)) 0 <z Coo; 8) —oo L2 Ll
L8 —eo <z < 10) 1 <z < o0, 5
162, 1) —1 Lz <1;2) 0Lz <1;3) — 0 <z < o0j &) o8t definida
por todas partes, excepto z =.0. o ; -
163*. El periodo es 2m. Véase la gréfica en la fig. 82. Indicacidn. Sobre el

intervalo - 3'2» L '{"'%-mmmos y = aresén (sen z) = =z de acuerdo con la

3 L =
158, w==2arcsen el 159. v=
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/|
\"R“ "g ’ Al i -.?é‘r )
i 7 W?fmm
1 :
| g
g2

Fig. 82
definicién de la fun¢ién arcsen x; Para obtener la gréfica de la funcién sobre el
intervalo % LrLd —;- ponemos z = z — x, entonces tenemos g=an+
w .4
B do - _
¥ = arcsen (sen z) = arcsen sen (z -+ ) = —arcsen (sen z) = —z;
y == m —z, atc.

167, ¥nax = 15, ymin = 5.5 la funcién pr;sa_-del crecimiento al decreci-
miento para £ = ~2. Cero de la funcién: = = —3,6.

169. y = .332 (267 — 40z — 2% & y = —0,03124® — 0,3125z + 8,344; ce-

ros de la funcién: ; == -~22,09, xsaz 12,00. Para obtener raices con exactitud
hasta 0,01 los coeficientes dehen ser tomados con exactitud hasta 0,0001.

170. z = 2,60 cm, z; = 7,87 cm.

171, 2 = —2.3, z; =~ 8; las demds raices son imaginarias.

172*. Seleccionar & de modo que el cooficiente de 2™ se reduzea a cero;
n = =386, z, & —2,9, 24 2= 0.6, z, = 4,8.

173. 2, = 0,59, 2, = 310, z3 = 6,29, z,= 9.43; en general, » =
mn (A > 2).

174, z; = —0,57, yy = —1,26; 2, = —0,42, y, = 1,19, 25 = 0,46, y3 =

= 0,74, 74 =~ 0,94, y, = —0,68.

t

Al capitulo IT

176. lim up,=1, n > 4.

Tient

177. lim up = 0; n > —w. 178, n = 19 999,

L]

£
179. lim v, =0;n > }{{0-0. La magnitud v, ora es mayor que su limite

Fi=e
ora menor, ora igual a él (en este iltimo caso para n = 2k + 1, donde & =
=01, 2,...h

180, lim wu, =13 n > 14 n}log,is.

n=+o0

i s L
181. n > 3]/5 Bs'?’, sie<a: n—0,[al >3

a .
————: la sucesidn u, es decreciente.
182. 0> Tr=mm= _ n
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183. lim v, = 0; v, alcanza su limite para » = m + 1, porque, a par-

tir de est.e“-‘:;or de n, v, = 0.
185. 0.186. 1) No. 2) 8L
. t!BQ. Cuando a = 0 este limite puede ser igual a cualquier niimero o ne
existir.

190, 6V iFe—2; §<0,00025. 191, §<2—7)/3. 192, &<f—3.

e a
193. Ia:——z—l cf—arcsen 0,98 = 0,136,
19&..:\!’;,;]/%-—1, s e<; N=0, si e>1.

195. N;]/-%-—’o'. si ;ag—}; N=0, si s‘;v%.

196. n>N'2"l

197. u, es una magnitud positiva infinitamente grande si la diferencia de
la progresién d > 0, y negativa, cunandod < 0. En el caso de la progresidn geo-
métrica esta asercién es valida sélo cuando el valor absoluto del demominador
de la progresién es mayor que 1.

1 i 3000 3000
198, — < <p— <<

i
200. § < —~—=—0,01. 201. log, 0,99 << = << logy 4,01.
1/ ¥ 151 2
202. M = 10M =100, 203, senz, cosz y todas las ifunciones trigonomé-
tricas joversas. 205. No, Si. 206. No. 207. 1) Por ejemplo, =5+ 2nn

¥ ap=2nna; 2) No.

200, Si a > 1. la funcién no es acotada (pero no es infinitamente ﬁ:aﬂdn}
cuando z — -+ oo} cnando z - — oo tiende & cero. 8i 0 <a <1, la ncidn
no es acotada para £ — — oo (pero la funcién no es infinitamente grande). Cuan-
do = -+ - o0, tiende a cero. Para a = 1 la funcidn es acotada en todo el eje
numérico, - . : '

240: 1),-3) ¥ 5) no; 2) v 4) si.

"213. TEO—;JCz 4%@-
. o fA—g2\2
B N> ()
PPNV RPN S SR, SUCS. PP .
. A} y= 1 =3 FO=T) ¥ 152"

246*, Comparar u, con la_suma de los términos de la progresién geomé-
tricig, = g0 . 20.3 22 8. )

222, f (&) = 9% para 0 < z <5; f (z) = 4n para 5 <z <10; f() ==
para 10 <z < 15. La funcién es discontinua cuandoz =5y z= 10.

293, o= 1.224. 4 = —1, Bo=1.225. 4= 2; z = —2,226.2/3.
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227, La funcién '-::;5{"; z

superable, la funcitn y = 'CD: Z: tiene uha discontinuidad de segundo. génoro
(inﬂmta) H
228, La funcifm es dlscbntmua cuiande x = 0.
229, La funcién tiene tres puntos dé discontinuidad. Para z = 0 la discon-
E.imﬁic{ad) es superable, para z = 41 la discontinuidad es de sr'gundo género
niinita’
( 230. N;J2 81 z 0 & lo derecha, f(z) = n/2; si 2 —0 a 11 izquierda,
1 (2) = —n
231. La funcién es discontinua cusndo z = 0. 232, 0.
234, No. Bi z =1 ala derecha, y—~1;siz=1ala mqnierda, =+ 0.
235, Si z -= 0 a la derécha; y.—- 1; si z = 0 a_la izquierda,
4 23)6 La funcién es distontinua cuando z == 0 (d!scontmuicfad de primer
género
237. La funcidn tiene discontinuidades de primer género en los puntos z =

=7 Ck+ 1.
238. Cuando z = 0 la funcién es continua; cuando # = 0 la funcién es dis-
continua.

“239. Las ties funciones son discontinuas cusndo # es igual a ur entéro (ne-
gative o positivo) o a cero.

241*, Escribir el polinomio en la forma z@ (!“n‘i‘ fz-‘—+ wish -;-:—:-) ¥ ana-
lizar sn comportamiento para z — - co.
244*,  Construir, de modo esquemdtico, la grafica de la funcién
— ay 1 g ag s %
y P e e + = analizando su comportamiento en los entornos de
los puntos Ay Ag i Y

245. 1. 246, 11‘2 247. 3. 248. oo. 249. 0. 250. 0. 251, 15/17.
252, 1. 253. 0. 254. 4. 255. 1. 256, 0. 257. 0. 258, 0. 259. 1.

260. 4/3. 261. 1/2. 260, —1/2. 263. —1.
1 1 i

T e

268. 9. 260. 2. 27000, 271. 0. 2720

266. 1. 267. 0.

264*, 1. Fijarse en que . %

273. —2/5. 274, 1/2. 275, 6. 276. oo.
277. —1. 278. oo. 279. 0. 280. m/n. 281, 0. 282. co. 283, 1/2.
284. —1. 285. 0. 286. 1/4. 287. —1/2. 288, 100. 289. —1.

280. 1. 201, o0. 202. 0.
293. 0. 294 co. 295, 4. 296. 1/4. 297, 3.

1 2

208. Z—-ﬁ, 8l 2=>0; o0, i z=0. 29,9. 5" 300. 7
301. 1 302. ™. 303*. L. Sumar y restar una unidaed al

F7ET iy n )
numerador. 304. —1/4. 305. Una raiz tiende a —¢/t, otra, & oo.
306. 0. 307, 0. 308. 0, si 2 =+ -+ o] oo, 851 7 = — co. 300, 1/2, si z -

-+ -+ on;—oo,si.r—v-—co.sfﬂ.f:g;,siz—r-]- oo} o3, 5 ¥ =+ — oo,
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311. +5/2. 312. 0. 313. 1. 314. 3, 315, k. 316. /B, 317. 2/5.
318. 0, 8i » > m; 4, 8i n=_m; oo, 8l n < m. 319. 2/3. 320. 1/3.
321. 1/2. 322. 3/4. 323. oo, 324, —1. 325. 1/2. 396. c0. 327, 0.
328. 1/2. 329. co. 330. —3/2. 381. 1. 332. n/2. 333. 2/n.

5 5
334, —%. 335. 1%2 336. 2. 331.%. 338, —2. 339. —2sena,

e — o2

30, D52 3u costa a2, 2R

348, —sena.

2sen a P i 3
344, IR 345. 5 346. 1. 347. 6. 348. 7 - 349, —1.
1 1 1
*.—— Poner arccos =y, 351, —., 352, —, 353. 1.
1/2:1 " : e e

2
" 354, emk, 355. 5, 356. ¢ °.
357. ¢% 358. 0, si # — + o} 0, 8i 2 = — oo, 350. co, 8l 2 —+ + o0} O,
8i & == — co. 360, 1, 861. o0, i z > - 00; 0, 8i & =+ — .
362. ¢ 363. e. 364. }/ . 365. k. 366, 1/a. 867. a. 368. 1/e.
369. In a. 370. 2/3. 371. &. 372*%. 3/2; sumar y restar una unidad al nume-
rador. 373. 2. 374. 1. 375, a — b. 376. 1. i
377. 0, 8i £~ 4 o0} o0, 5i 2~ — oo.
378. 1, 51  ~» o= oa; —1, 8 & =» — oo.
379. 1) a™;, 2) 0, 51 4 £ 0 e, 5id =0yazst0, ¥y 0,84 =a= 0

1
3} i+a

380. 0, 8i £ =+ + o0} — o0, 8i 2 =+ — oq.

381. Parae > {ellimiteesigualad, siz -+ + oo,eigiunl n0,8iz -+ — oo,
Para a < 1 el limite es igual a 0, si + — 4 o0, e igual a 1, 8i = == — oo. Para
a =1 el limite es ignal a 1/2.

382. Para a > 1 el limite esigual a 4, si z ~ - co, & igual a —1, si z —
—+ — co. Para ¢ < {1, viceversa, 'Para a = { el limite es igual a 0.

383. 0. 384. 0. 385. 1.

386. 0. 387. —cos a. 388. 1/12. 389, 1/8.

3907, %z Multiplicar' y dividir por sengi“.

301, 472, 392, 0. 393% —4,2. Valerse de la férmula arctgb—arciga=

:eamt_.gff;‘;-.. 394, -;— 1395*, ':2;— Sustituir arcsenz por arct'g].'./"'—-x_—-,{.,_xi

y recurrir a la indicacién al ejercicio 393.
d96. oo,-8i'n <17 e i n=1; 1, si.n>1. :
307.* 4. Tomar la expresién 1 — (1 — cos.z) en vez de cos .
398. —1/2. 399. 1/e. 400. e. 421, eab,
402. v, es de orden infinitesimal superior. 403. u; ¥ v, son magnitudes
infinitesimales equivalentes. 405. Son del mismo orden. 406. Para z =0 e}

orden infinitesimal es distinto. Cuando z = +¥ las magnitudes Ay y Az son

aquivalentes. 407. No. 4 y )
408. De tercer orden. 409. 1) 2; 2} 1/2;8) 1; 4) 10.
i :

) z=-1-13/—- Mt a=k. &2 No. aa 1) L pi.ognl.
) bT] AR - 420 e Vel T B
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4) es infinitesimal equivalente; 5) es infinitesimal equivalenta, 6) 4; 7) es infi-
nitesimal equivalente; 8) 2; 9) 2y 10) 1; 11) 2/3; 12) 2

415, o*\/ 5. 416. 2nR?; 4R%.

418. La linea q-uebrada viene aproximéndose a la recta en el sentido de
que ‘sus.puntos se aproximan, ‘pero. do ello no se deduce que la longitud de la
linea quebrada tiende a la longltud del segmento.

9. 0. 420, o ’f; . 421, 2n(B+r)

422, El seg mento ¥ el angulo son del. orden 1/2.

425. 1) ‘10 25; 2) 3}'0 2;-8) 16, 125 4) 40,4; 5) 0 558, B) 0,145.

426. 1) 10,16; 2 2012 3}102 04,

427. In 1,04 = 0,01; 1n102....002 lnii~0‘l ln12~02

Al capftulo III

2 v m e m ., L f-tt m
428. 8) 5; b) 5. 420. @) v=0,25 —; b) v=0,55—; ¢) "= —.

430, 75,88; 60,85; 49,03; 48,05. 431. 53,9 —;‘5‘-—; 49,49 ;i; 49,25'%-

49,005 2 25— 49,0 2 ; pyp=98,02: s—08 2,
5 s 5 5

g . B L -
432, a) 45317' b} 40 e c) 4l =t donde [ es la longitud del seg
mento AM.
g, - 2. £
433. 1) 95 - 22 K5 e b) 5 i) 185 —=
434, 1) 4,002 calorias — 4198 julios | calorias

g-grados kg -grados’ 4 1,013 g-grados

435*. Introducir la velocidad angular media, Juego, pasando al limite,
ohtener la magnitud huscada.

438, k= ”; é)} donde % es el coeficiente de la dilatacién lineal.

450, k=5 % {‘PP}’. 440, 1) 56; 2) 19; ) 7,625; 4) 1,261.
444, 1) 4,52; 2) —0,249; 3) 0,245, 442. u) 6,5; b) 6,1; ¢) 6,01; d)6001
M3, f'5)=10; [ (==—% f (—-—)n—a 444..3; 0; 6; H

445, 1y =0, z, = 2. 446. Para la funcidn f {z) = 2* no es vilida. ﬂ’? 1.
448, 0 4343, 449 2,303,
454. 1) 0 2) 6; 3) —4: 4) &
455. (1, 1] [—1, ~1). 456.1)(0 0), 2) (‘1:"2 i/d) 457. No puede.
1 T 3
458, og=arclg ==, op=aretg ﬁ' 459. wy=-5-, ap=arctg .
460, arctgs. 461. y=122—16; 4 12y—98=0; la subtangente es igual a
la subnormal es igual a 96.

462, Para z = 0 y para x = 2/3.

el b
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=3—

463.1) (2, 4); 2) (—B/2, 9/4) 3) (—1, 1) v (1/4, 1/18).
466, 1) 6z—5; 2) 4ad—22452—0,3; 3) Zaz-+b; 4)

a,/"' d
1 1 0,2 []6 1 n 2z 2m®
5) ‘7:4--;2-. 8) —= TR 0= =gt
3 = T By * 2m=+n
8}?”‘V¢+T3*“I/x‘| 2+P17;§' 9}. 714 v

5
10) ﬁ-ilgs S7ommhi_ —%f"_—: A1) 22-=1;

12 3,5131/5—1{#» 19) B2 +20—1; 14y )6 (a—2)

21z’
b ¢ . 3 (mu-t-n)?
# a+b+a_+-b e e i

a7, f{)y=1; f'()=2 f&)=8 [ (4y=2,5; flaty=3a2—2}a|; [ (a®)=
Tai*
468 (—4)=—5; [ (—1)=—8; 1*(2)='.:.2; j (.:_)=3.=4+mas_a2.
469, 13. 47L. 1) 49— 22—82L0; 2) 7x°—£0.:‘+8:3—12z—"+4::+3_;
it Ay, 4 180 —48 Y 7722
3) V_(1+:].419( _ﬁ+xvz 8y 7))
{122 , 07 410 Y Z+362 Y

f = 2 (328 — 282+ 49);
5) ] 3V 6) 2z (324 — 2842 )
7)i+1/§+1/5+21/5+21/33+2vﬁ+2xvﬁ
- 21/.__ i
2 1—z? I—6t—1
472, m 478, _-z'z_)é 474, W
L b2 B2 ad —be
QTD. W' ﬁ?ﬁ. (c—x'_i;."d}—z'.
4z ) Dot (13 —5) Bz
&77. —m—{-i+2¢-—3x‘3 *ﬂs.w. 479, I——_-n-]i.
622 2u—1 . 8% L 2t '
480, g (;3\_—1)2' -ﬁ.S\llT i 482, — Vi 483, m
e B2l . Azd (262 —2?) 1+2x+d:2—2x3-—.-:‘
48&._ m. 485, —-{—W 486, - '-__——“_(1.1.53)2
a7 DU 8— 53 a6z
=gt (T=2z32 ) m(a-]—bm)

o a2 [(z— —b{z—&) - {z—e) (g—a)+(z—a) (z=0)1
. (z—a)Z(zr=b)2 (z—0c)2
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490, f*(0)=0; -j* (1)y=86. 451'_'_: F(0)=11; F"(1_)=é; Fr (2]'5_1,

.
w5 S @=g-

492, F w)_ﬁ_%; P (—.'1_)_=%'_; 453, & (0)=
5%y (=16 o' (a)==15a3+.-;23—.—1. 495, p*'('2}-_f;--,' o’ (0)=1.
496. ¢’ (.i)r:—f—-i-.'—_j‘..

497, 2 (0)=1.

498, 1) 4:3—&3::3:'[d+h+é+'d)+2xg'nb+nc+ad+b:+'db+cd_)——‘ -
—{abeLabd+acd-+bed); 2) Bz (z2-41)% &) —20(1—2)1% 4) 60914-22)%9;
5) —20s (1—22)% 8) 5 (15224-22) (505 22—4)% ) 6 (32— (LB— )%

3 ; 1 g
8) 3(14;-.1--:?) (—;zz—%+s)5; 9 4 (aaz-t--f.—) (8—s+3)’s

10) ALl 4, 5E@H2-DAFID g o ey aqdyx

(w—1)3 ' (14z)8, &
; s age, (FD(4)
X 23322+ 6s+1P. 499, ST
(3—0 1—-1/2 2502, — 4
. = M ymav e Ve (Ve
z 4(1—-2V3)° memi
503, ~= 504, — Ve 505, e
4(2z—1) o z 2z
506, — 73 oy 907, VT s 508, — et
B s IR i si, SEL2
Vii—af—a3 2y 0==p V (#8-+a2)3
512 vtV a4 51 2 15

AV Ere O T iWeen Vet

M4, &' (1)=9. 515, y'(2)=—ﬁ. 516, 0. 517, cosz—senz, *

3
l—cosz—zxsenx T—5en £-cOSE
518, '—'(1—_?0;:—)2'—'. 519, TEG0R 7 520. fp cOS .
1 : 1
o vl
5. (wcosa—sn o) (r—mmag) - 52 Trem
523, senz+tos:+z(sepx—cosz).
1+ sen 2z _
(1 -+tg z) (sen z -+ = 008 z) -z 58N & sec
524, (ESTT0 —. 02D, —sen 2x.
526, tgdzsectz, 527. —semdz. 528. %sen 2z (2--gon z). 529, tgh =z.
&1 ik _ 16cosix

3 z
530, hm. a31. =i 532, 3cosdx 533, —sen =,
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] 1 1
534. 9cos (3 5. 535, —4mM — . 83, —
Bet-9) 52.‘%} ViF2igz-costx
{ -
CBS?
537, — pe el 538. cos(sen z)-cosz. 539, —12 cos? 4x sen 4z,
540 1 54 a:coalf
R P z ’ 1/1-4-:::
Zoeost =
41/' iz 5 cog 5
; 2
542, ey +:2 T B43. 4 (1--sen z)® sen 2z.
o (20V2)
34, i-5d I+Vs

B46. —3 sen 8z sen (2 cos 3z). 548, arcsen x4 ———ee,
( ) =+ Vies
; 2 arcsen z
549, 7 . F . 951, arcsen z.
2 {arccos )2 | 1—a2 V1—at e
1
852, ——
{arcsen z)2 |/ T— a2
553, sen z-arctgz-hz cosz-arclgz-- “;:B_n; .
z+-arceosz )/ 1 —a arctg z
HBe R e B TL'" T
1 VI=Z4zarcen s
BT, ——————. . - " s —
V=1 -{1+ac21z R VAT
i 2z z2
0. arctgz  (1+4-z2) (arctg z)2 ' s 1V iz—a2 .
V2 2z 2
562. . 963. . 564, i
V1+2z—=222 1ot x|V 2t—4
: [ 2arctg-i-'—- i AYCCOS T
G5, ——. G0, ————— . . ———————————— |
Jeosz| 142 ]/1 —z2%+)/ 1= (arccos 2%
1
568, e —— 2
(142 YV 2z (1—2)
i 241
569, — — ;s
8 {arcsen |V 7 +-22)° V (L2 —2%) (2t 22)
510, — R 2 a7, VBB gy 1

et (=+=) 14 ttg (241 ) * Ry

1—cosacosz’ Ca-beosxr T T 22T
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2Jnx lnz -1 4
573. leoggz-l-hld » 574 « M3 g 20 22 Taz "

zlonz—z41
“Emir ln 2. 578, sen z In x4z cosz In 2 - sen .
i ‘d—nlnz . 2

W g e B0 TR B8 o

1z?—222In z ' In z
58—, 583, 2=t (nInz 1), BBA, ——me—
T TR L s b 2/ I+niz

a2 2rx—4 . 2z
=" 536.?2_4:_ . O87. ctg =, 5BB. E=nhs-

PSR Y (S . L 51, 41n%sen z-ctg x
arccusz'c]/i—éz?r _

sen 2z
593, n (14-Insen z)“"1 ctg I,

877,

585.

592.

tez+0) (14 li‘l2 (az+0)]"
1

. Togs=Togs (logs ) N2 WA RS _
505 z 596. 62 arcsen [In {a%-4-z%)) .
Carctg)/ 142 2+ VT (a¥+2%) Y T—TnZ (&8 129)
-3
gl ° In3
597. —————— . 508. 2<In 2, 509, 10%1n 10, 600, —

3 Frak
12 ‘,/mgsenf%'é
604, 4* (1—=z1n4), 602, 10% (1 -z ln 10). 603, e* (14+2).

604. 3-35 605. w 606. e (cos z—sen z).

(Inz—1)1n2 1‘"

Sen x4 €08 ¥

x

607. #(&enx—m‘x}. 608, — o . 609. 1nzx

610. 3:2—3= In 3. 611. th - 612, ex(a24-1). 613, (1—_';:]‘2-

614, -%%%;Tﬂ. 15, %‘%.-616. £ (c08 T4 sen 22 cos 2},

Vi

617. —e-x, 618, 210223 n 10. 619, ——— V . 620, 2% In 2-cos (2%).

621, 858 *gos z.1n 3. 622. 3 sen?x cosz-a" ¥ Ina. 623, m.
V1—idz2

lr’lnx
624. 23¢.3*1n2.1n 3. 625. :
2z Vlnz

626. cos (eX*13x=2) F3HAx-2 (9713,
627. —12-101 =5 3% 1y 10.sen? 3z cos 3.
(2az b} e Vin iu.:i-[—_bx—i.—c]

= 2 (aa®+ bz -+ c) 1/ 10 (@224 batc)
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ctg § Arct (e3%) - 3%

e e, 630, — 2ab®, 'bz"a-
(14¢5%) ¥/ {arctg @ o

629
—x2

651, -2—u A (gt —22), G32. Ae'kz"[mm(m+a)—;‘.—2 sen (@x =4 =)].

a%
& s n il o
638, a,c,,.( “+Ina). 634, 3shPzchz. 635. the. 636. o=,
v . shx
637, —cprrr—« 638 2sh2=. 639, sh{shz)chz. 640, Ve
s . . 3thzx
64l e sh 22, 842, oo 643, zchr. e 2chizry I thex
1 L e P
645. . B46. v ’
PERR Ve TS TS
2(4+V7)sh 2242 (222 Y 7—1) ch 2
648, 272 .

ze.‘lx

649, SE [(32+2) shz—z ch 3].

850, 251 (210 2+ 1). 631, #°-o% (In2 2+ 1n z+é-) :

652, (sem 2)°05% (-‘,‘wl’n%—senxlnsenx) . 653. (Inz)* (% +1nlaz) -
; 1 1

R e e 3t

655, 2% sen 2z (3-}- 2224 2z ctg 2z).
_ 2(r—2) (2 411z+1)

656. — 657, 20 %1 n z,
B~y GHIE o
g5g, 378 —3022+361 (z4-1)2 3/ 72

W (z—2) (z—3) 3 [z—3p
v/ o= d 1 e*
659, ?szenx Vi—fx (?-H:Lgr—?-m-) .

o e i
i T—arcsenez ... = % :
860. b : oo WOk Sl
0 o (v i) i-f-arcsen o 61. =~ (1—~In=)
: - sen x A N\ 1 s
662, rsenx (_.coszln_\_::-}- — ) . 663, (-f_—f—_i) '(:__'+i+1“ £.+1) q
Vi-4. 2zsenz ;
664. 2 (2+1In z). 665, (s2-p1)senx [??-F'i""*'“”]“ @],
; 26241 IS E@EN) . g (V)
GHO. TA—a9 / (:rf—-‘l}'-’- i .667- S 1= w
668. .

. 669, = ;
k cos? (%+b) 2V 1V 262" 2p=
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675, 2'sen = cos 2z L cos

677.
79,
o2,
85,
687, — e
689.

691.

705, —

708,

707,

709,

6 (T2 —40) L
---—----——VrixeT),E 678 Cas ( 29:111::)
b(z—=1). A e R4, 97252248,
i (V+V_).ﬁm.._ 1+xz.381._2xe ;
2sen 2z : 1422 i 2(::cosx-'|-sm1:]
- prakiacs JETEE e 2t sen?x -
i . x2z 1 L 4(31z94-18)
-gctET "3——-2—'19112? cosec? = 5 . 686. PR I e
1 Vz ’
V=‘+ =~ 688, arctg]/x+2u+z)
es(i42te%) ey, L8325 qy050n 2.
cosﬂx]/ +tg2:+EF
1424 ] neosx . 693, cosx
1428 ]/1—n2sen=z 21/ %0 z—senz
O, B i 695, TUUEEE ao6, moaenfION0E
MR ST i e e
142V e4aValV etV | g, e,
sViVit VeV e+VeiVz By A=
Inz—2 1—Inz 2xr—co3x
x2 sen[z( T )] . (z—senz)In3 "
— . 702, — 1 _=
2V i—= d 'x"lfi-i‘zz(z—kz]/fi—-_xi) .1 =
e = fr__ Sl So T el
arcsen {lo )4~ Ve (1—|—e°‘)2590 i‘+e.¥)'
2sen? x
Vi+senzz
—0,8 (coszr;'i—senﬁ,ax) (sen 2:;_1+0.8cu00.8¢'] N
VE Va _ 4
107% (14 12 m10) . 708, ey
1 i
. M0, — : u
(424 22-1-2) arctg r_?._.; Vat—1
z42 2 x(8+9‘|f_]

714,

2 2

Z sen 2z, 676, eS03 # (Cos z— sen? z).

2V 753y (+zVerol

WVirve

L 2z—3 : 1-f-sen = : 3 S =
670. TFE@=3 T 671, Py T 672, 5 sen 22 (co3 z—2).
o, 1+2 V= _
673, sec? -, 67h, ——amm —
<8 sVE VA
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718, —

715,

"7

719.

721.

723,

726.

728,

731,

736.

738.

740.

742.

| T44.

746,
747,
749, -

752.

sen2x

271/ {1+ sen2a)

S5
. 714, 3z®arctg %+ ﬂ—}T =

ctgxlncosx-{-tgzlnsc_mx 716, V Mz

In2cosx

1.+z
L

1_-43 ]/14—4 +arcsen4z) 718, -.-_x_l-l;i?'

1

o —

2 sen’'z (z sen = cos z24-cos x sen z2). 722,

. 720, 0¥ €10 10 (tgx+

coazx)
2 sen x
cosZr'l/‘ms-MZx =

—z z2 a5 .,lmc Inx—1

2—3z—2z° S p—
TA=a {1+ Vv

122 * 2 1—azxd “Tofz

]/a—z . 707 _2(2005"-z+1)_
z—bh

sen? 2x

1—
1 If : g V241
——

“Rravi=aF
—cos 2z, 732,

V(#—-1p

x
729. V ey 730.
. 733, (a®+1) sem zeeX.

D=2

el~cos x ({4 z sen z), 785, A5 (arotg oE

10e* sen 3z. 737, 922 ar
o VE

CERIE T,

- ., 7
VYV (e Vg

{cos z—s¢n x) (e¥+e~*

39, =

)‘ 41, arctg x

e* o8 z e~ ¥ geN T

sen (x— cos z) (1-+-gen z)

Va2~

©05° (z=—c08 3)

543/ 74
55V (80720

. 743, exsenzcosd z {1 +ctgx—3tgz)

1
45, ————m
Ve FaT -1

earctg ¥ H-ln (2=},

(2z —1—3.) [24+1n (2z43)]

m'?_ﬁ*"“

NV ith@EeTrs
%) (e )], T48. ‘l%e;':—;;“—’)

a1 - 751, :8"‘"

2:—31/1—412 *
1

_._.—- i 7
z 1= +c B

(.';3_—32z— 78) (3 —=z)3

N m@rn YT

53, (14222 senz+z (1 +=9) cosz
V 1422

etV

2
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. 3¢ "'(2-+'V’z)
( 5 -[-z'evj

{ ex!-amtg x+? In 'c+i - ‘.
: T Y 4 B
"exarctga: z 5
B8 — T I-H"'!' (1328 arctgz o=
({—22) e?2~tcosx [ 3— 2z--32:3 3 :|

?ﬁﬁei(2*

759.

: -t
{axccos z)3 t—a?s Pt 'If‘i——xzs.rccosx i 3

L EE ¥

760. 41/ (2% +-a2®. 761. (arcsen z)%. 762. = +e£ .
4 4

SO ;
e R e L S T
x
ctg% éctgg
sen 4

763.

766. (ig 22) -l

n &
2 sent —
e

322410z =20 : 1

. 768, —/————.
15(xz+4)./rx«-5)2;/‘5+4 T
2ngn-1 2nxn
769. '554-_1 s:é;es un nimere par, ¥ _W "
2 '1—-(n.+l)z”‘+n:”-“l :
TxsspE: T d—2 ’
— =i 2= —nin—1% 1
by o e +E;1(i-.:}s])$n .Mn D Indicacts : aplicar el valor
de la suma r4 22 .., 4z,

% % earcseny y 00810 e
776, Vi—yT etroseny y ———=_. 777 TE=T T o Vz_:z

1
. 781, (Arsh 2} = ————
¢ ) Vitae
1 et
3 (Arth z)’ e 782, o P

767.

sionesun

niimero impar. 770.

780, o' {z)=

]

: )
z [14-1n & (z)]
L T
V=1
— (4 4-24)2 1 ‘A
{1 At . ok RS 2 :
&z "(1—y;3 e
pr 2 ctgt. 789. VT . 790, -%-.

791, —l. 192, — 2% ‘/_ g, S
4 aly yz—uz

. 3da2cosdxt+yisenz
. 2y cos z c i 3(1 [N - _z'
z yr—2z2 Bz22 cu:y+by2
H08 —Zls . 799, —SF meazy ol
7 A= T T e

{Archz)" =
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¥ cos? (x4 y) (cos {zy) —sen {zyp —1. -1
Lo Z ¢0s2 (24 y) (cos {xy)—sen (zy)) —1 ° Siteaa 1—2"
1 Vi@ —V1—2%
802, —————, B03. — ——.
Z{141nw) V1_zx(1_1/'1_yz)

yr—zylny X sen {z-+ ) _ 14y sen(zy)

8% —gylnz " My == 4-sen (z~¥) 806: x sen (zy)
9 o —
¥ el sen y
L s V =" B0 2—y 08 D een 2y —sen y—z cos Y
810 Vi—k2 " ¥ cod x4sen (x—y)
" 14kcosz * ' sen(z—y)—senz

1-+y2

#12, s Bl4. (2,4).

816, y + 4z + & = 0; 8y — 2z -+ 15 = 0; la subtangente es igual a 172
1a subnormal es igual 2 — 8

819, a) t; = O, 2, = 8 b) £; = 0, 1, = 4, 1 = 8.
§20. 1815409 erg. 821. 0=1320, 822, o=2n1L,

823, ms(Eat—-b)-l;—d-; la velocidad se reduce a cero cuande t=,—f; 9.

824, 234. 825. (0, 0); (1, 1); (2,0). 827. (1, 0); g—i. —4).

828, y=2r—2; y=2r+ 2 820, 3z 4 y-+ 6=10.

830. La tangente es y — g, = {x — x) oS zp; la normal es y — yo =
= — [z — z,) 5eC ;.

831. La ta.n%enm es zo (¥ — yp) = & — 7y} la normal es (y — po) +-
-+ zy (& — z0) = 0.

832. La tangents es x—2y=4a; la normal es y=2z—3a.
. =} (3a—zg} .
833, La tangente es y—yn=m(z—xo), la normael es y—fp=
g — )2
— [34—.%) {z—eg).
835. Las subtangentes son iguales a x/3; 22/3 y —2=, respectivamente; las
subnormales son iguales 8 —82% —32%2 y 1/24% respeclivamente.

836, y=—2 (x-_izﬂ_); Y—p— = (2emp). 837, 23—y+1=0,
ad k]
838, 277 — 3y — 79 =0. 839, 2z — y — 1= 0.
840, 4z — 4y '—-_'2i = 0, 842, 3,75. Béh, s + 25y = O; = +p = 0.
845, (0, 1). 846. y = z. 848, z — y — 3e~2 = 0. 849. 2/V/5.
850. (1 + 1/372; 1). - _ ;
857, Br — y £ 4 = 0.
858. Si y = f (z) es la ccuacién de la curva dada, la ecuacién del lugar geo-
* métrico l;dsoado esy = zf' (x). a)La paribola y* = % pz; b) larecta paralela al
eje Dz j = ll:_b'; ¢ la curva ekappa» g}/
4= = _ g o
859. 1)y =0, z = amtg_g'; 2)' arctg 18_5 8682, 1) arctg 3, 2) 45°.

861. 90°. 862. 45° y 90°, 863. arctg 3. 864. arctg VD).

—
P

2% -+ 22 = 0; d) la circunferencia
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0

865. Cuando i es impar Ia tangente es %_-{-i:'&. lanormales az— by =

=a%— b ;Cuando -» es par las tangentos som, .%-.i =2 lns normales - son
ax 4+ by =a2—p%

879. Ay=1401; dy=1,4. 880. Ay=0,1012; dy =_.o,31’;'="-.;;§9;__-::==o 9880,

.c:-|tc.-

881. 4. 882i-1-2.' 883 AY=1,01; dy=18; Ay—dy=0,0i; J?"'—:yi";.?_

=0,0052. 884, Ay=0,; d'y—O 1025; &y-—-dy-: — 0,005 ﬁ”——g‘i%u—-o 025.
885, A= d] 04, " 1 0ot !
Ay = 18, 1184, | 0 110601,
dy = 11, a, o
Ay —dy=7, 0,061, | 0,000601,
5=LY=9 _o39, | 00528, | 0,0085,

Ay
Ay —Jy -
A

©,886. Ay~ 4,3 dym L Ay—dy 0,27 8= =085,

887. a) dy =16, %Tifi%=5.&8%:

by dy=8, 2= g5 308%;

Ay

o) dy=18, »5-?3—-“71% 0,62%

888. a) dy=4,8 cm¥ b) dy=26,0 em?; c) dy 9,6 cm2.
0,125 Sdr 4dz dz
889, 1 — dz; 2 = 3 — B -
) V3 ) 3V ) =5 g3 .) :
" dx = dx plong
G) — =3 7 i B)— dz}
) =iz b Sarove: e
9 — 0,2 (m—n} dry A0) _{m:tn! d:r;

e =V
1) [ @244 (@ =V )+ (2 +dat1) (zz—— vx)]d‘

: 622 dx 2t dt

2 —_éi—;;?‘ W g 9 3{1-;-:-&)2(1-&,5:,
g

i 2tgz . 1 21115 " -y CoEE sz o,

15) iy 0= 16) St oy 17) 1n2-ma’z.

18) L — dz; 19)

9
2sen —
2

1 _nrctga:

2 — e da;
” (|:-11|,/'aresenﬂ/1—-x2+ ) &

91 A )_\d.e
)(‘Vm*z T

2A=0176

2 T

dx‘ .
421z

(zz--l}senz-i-hcos;.
==

drx;
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1 g
=, 2 2.}
2 (377 .S In39a2— = )dx.
890, 1) =0,0059; 2) —0,0075; 3) 0,0086; 4) 0; 5) 0,00287. 891. Ay =~
= 0.00025; sen 30°1’ = 0,50025. 892. 0,00582, 893, —0,0893. :
k sen 2¢
s Veos2p
33"52; gﬁsaasi 896, son 60° 03" = 0,8665; sen 60° 18" = 0,8686.
"900. arotg 1,02 x 0,795; arctg 0,97 = 0,770, 901. 0,355 902. 0,52164.
993, a) El ¢ambio que sufre la longitud del hilo es: %E%d’; b) el cam-
bio operado en la flecha es: dfﬁ-% ds.
904. El error pmducicio al caleular el éngulo por su semo o3 Azg=
=tgz-Ay; el error producide al*calcular el dngulo por su tangente es: Azp=

=—gon 2z:Az (donde Ay, Az son los errores de las magrnitudes y y.z); g_-;:‘—s=
Ay : T

2

= d:iz + la exaclitud obtenida para el dnguio con ayuda  del logaritmo de
su tangente es mayor que la obtenida mediante el logaritmo de su seno.

3%, 906, 1) dy= (2344t 4T (32 1-2) dt i
R 7 = == o= ==

s 7 2In3 ds
dt; 3) de= —ds; &) do= g e
3'ntee In2ygs

-1

2

t
2) nIs:-—-?sen

"

Gu—ds . gy 20
2V 2 —8ut1 ©08 28

908, Es continua y derivable.

909. La funcidp 7 {z) es continua por todas partes excepto los puntos x = 0
v z = 2; " (z) existe ¥ es continua por todas partes excepto los puntes = = 0,
1, 2, donde mno existe.

910. Para z = kn, donde k es cualquier entero.

911. Es continua, pero no s derivable.

912, " (0) =0; | oy . )

913. Es continua; ]pero no es derivable. * 3

944, Ay y. Az son las magnitudes de distinto orden infinitesimal.

915. Es'¢ontinua, pero io ed derivable,-916. 8i; no. 917.a. 918, awe®®.

919. La abscisa varia con la velocidad v, = —2r@ sen 2¢; la ordenada va-
ria con la velocidad vy = —2ro cos 2¢..

920. La velocidad de la: variacién de.
velocidad de la variacién de la ordenada es
entre ol eje.de ordenadas y el radio poli
pln2 A

5) ds=

abdcisa es v, = r.-_i(*_l =+ cos-g); la
y. = veen @ (@ es el angulo formado
ol punto).

la

921, —Frs a—0,000125p.
922. 2 unidades . o1 punto (3,6} y -—'2’%‘1‘%‘;.—3_— en ol punto (3, —6).

923. 2.%'- en el punto (3, 4) ¥ —2 E-?—',' en el-punto (—8, 4).
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924, En los puntos (3, 16/3) y.{—3, —-16}’3]

9250 4oy 2avr 926. 200 y 2mry, : e
927, 4nr2y y 8mrv. 928. Para x—2:tk+§~}'para x_—z:rcki%“,
929. Para r = 27k, 930. En. 1/n® weces: 932, a) 8f; b) mo, i .
934, 1) a2 — 18z + 9y = 0; 2) ¥ = 4a* (1 — 2%); 3) P = (z — 1)

§) 2= Arecos (1—i) F V I—7% 5y y=2E2=s

935. i]:-(2k+l}=t 2}::1 3):-3:}4+nk°4)¢,={ ty = =1,

Sl fd
936. «-—ctgql 937, —2tgq. 938, cth. “g39, s;m :

940, —1. 961.

08 p— ¢seni1=_ 412
2 1—seng@—gcosg * 9'23‘ :{z+3f—13)

1—tgt 12— _4 : 1
T 945, 75t 946, —z. 941.0:;?,

948. No existe. 949, 1/ 5/6.

950, 1)t =q/2 -} a; 2) 1t = -- 0 3) t = /6 4+ a/3, donde ¢ es el ingu-
1o formado entre la: tnngente y el ejo Ox.

956. 1):Las curvas se cortan en dos puntos formandose los dngulos oy =

= ay = arelg - = zz 87° 12'; 2) las curvas se cortan’ en trés puntos formnndose

los &ngulos oy = oy = 30° y ay = 0°

958, La longitud de la tangente es T= y i la io:ngitm! de la

Sell =1
2

Y
3
008-53

normal es N= ; la longitud de la subtangente es Sp=

yctggt':

la longitud de la subnormal es 'Sy =|y tg E t

sem I lytet] y lyetge].

{4 y

s ,Lcuat]’
y e

oot | L |, | | 1cteel s lwigen

963. :-{-2y-—4—0 2t —y—38=0, 9684, dx++ 2y —=3=10; 2z —

— 4y ~41=0.
965.y—2 z=1.966. 1) bz + Jy —12a=0; 3z —dy + Ba = 0;

3 z
2) z4py= 1?5/ s y—x Lf 1 3) y=1+zlne
969. p = 2a cos t. 970. B = P, o= 24&-
974. 3; =3.975. ) 0; 2) 0; V' & —V3

977. % ==tgf. 978. arctg-?— b:2=ar'ctg£q:.
979. P::Vnz costtlb2sen®t ; = Arelg (""8 t) , 1a tangente del fngulo
formado entre la tangente y el radio ‘polar es igual a — f:)bsen ‘

23
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, ; z
980. La subtangente polar Sr=—3-p-—; la subnormsl polar s Sy =

a9
-2 o83, o, 984, plna. 985, VITa.
wigadh :

3 ;

TR N SR s 25

T Yr— ¥ L kg e
2 2

oss. 1/ 14Las 6 _Klyj‘-'”—ax. 99, )/ 14

Jaz
990. /T oot = dz. 991. -‘i"'—fzi'”—=y. 992, r.

¢
0993, 2o08en—, 994, Jacostsenitdl. 995, a’)/ 1-4Ht2de

=5
996. 4a sm% dt. 997, aclgtdt. 998. ot. 999, o V/ch 2t db.

1000, %tm’min: el vector de la velocidad estd dirigido verticalmentc hacia

abajo. '
1001, 101/26 =~ 51 km/hora; el vector ‘de la velocidad es paralelo a la
hipotenusa del tribngulo rectingulo un cateto del cual es horizontal e igual a
50 km,.y el otro es vertical e igual a 10 km.

1002, 14,63 km/hora. 1003. 40 km/hora.

Rsen 2o -

1004. Ry (;ena+ i o ) 1005. 6,43 m/s. 1006. 2.

1007, —-24z. 1008. 207 860. 1009. 360. 1010. 6 (529 -+ 628 + 1),
4 1 51

1044, 4een2z. 1012, 2. 1048, —= . 1016

6 n 1
sot5, 2. s016. Z2GED. 1017, 16asen 26,

8 (229 —1)

2 (—1)mnl O S
1048. 1019 2¢ t,a::g:). 1020, S

2z e a2

1021, 1Tz 42 arctg z. 1022, ‘—W.m"—.f)-s_"‘
[ P I 17— "jav; -

VS VetV
VEWVE—t) ' oo - Aestnzta)/T—a
! Gtz o . - Y d—a?P
inn o a{a*—1)senz S gope L
1027 T .192:5._?” [(_1_1__1.:-;-1:;..;- ;] |
1029, aneds. 1030, (—1)Bews. = .

1025,

i1

1031 an sen ( ezt ) o oos (bat-n 32,

1082 2ntsen [ 22+ (n1) G- |11 1083, % (o4 n):



'*Béspiiest'as;al-.cng. -I=I;I ' s a 35"-.-_3-

; 2 — )7 aMnl
1034, (=1 —a— {n } (n>=2): . f(ﬂ.x_)b-ﬁ"‘_
(—i)“"lnﬂ(n-—-‘l)l _y fn—1
1038 (u-l—b)ﬂ_ " 5. (-t S
Hi e e’i . :
1038. [ (,+ 1}n+1 i (,... Tyn+ ]
1 :
1039, (—1)n r.I[ e (I_m_ﬂ ]
o R d“.w: dz2 "
1040. 471 cos (‘ia:-l—rz—i-—)_ 1054ﬂ_d?=._—-_( dy_)a"
W s\ 9l LA
bt 3rz (31:"4'333-!- 5)
1086, -z 1057, — 5. 1088, — =g
R \  2a%zy
1058, ey 100 —Feep
v | A (=12
1061, — oo 1062, — L5
d2y
'd2z  da® 1 P2
1063, —=———. 1064, o 065, —
dy? (%)3 g V28
2a a? i 3b cost
1069- _W' “‘70. ‘FF:—_GM_RE' 'U?i. —-m.
1 cos?t—4eent

1072, —————., 1073, 1) 3 2) 0, porque z-y=0.

a{1—cos §)2 Ga cosT tsend t

' 2 . 2412 5
1076, 1) 46%; 2) —qmmp . 1075, i 1080, 16 m/s?.

1081, v=2¢t—4, a=2. 1082. —n2/18 cm/s?. 1084 —0,0015 m/s2.
1085, ~—1/8 m/s2. 1088. 1) (z€— 379) sen r— 40z cos z;

n
2) ex 2 ¢l sen (a.'.+ k%) 1 3) oz sen (ax +n -';—)+ Fnan-122 X
k=0

x”“[mﬂnnil%]-l-ﬁn (n—1) an=tz sen [ax-l-{n—z) -’;—]+u (n—1) X
X (n—~2) on=3 sén [ou:+ (n—3) —J

1093. y3m (0) = 0; y@n+H (0) = (135 ... (2n — 1)I%
1095. yan-1) (0) = 0; ya™ (0) = 2 [2+4-6 ... (2n — 2%

1096, — , 1097, m (m—1) (m—2) zm-3 dzB.

9z}

1098. 4 (z-1) (22 —2z—1) dz2. 1099, 4~.2.1n 4. (222 In 4— 1) d=2,

14090. ab (a®—b2) san 2z dz® 1101. dlnz—4—Indz da?

{a® cos® r - b2 zend z)2 * zz-vw X
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1102, —4sen2zdsd. 1103, + 2520 (4 4 5tg2 ) de2.

~ 4Vige
2
3 2 4
1ot S 1405, 1) dym iy e — ST 0y
7
2) dly = —dsgec? 2t df*. =
1106, 1) d%y = cos zd%z — sen z ds%;

n
2) d% = a* cos (a%) In a d®z — a* In® a (a* sen a®* — €08 a¥) dz®;
3) dty = a®® In a [cos at?® (6 + 93 In a) — at sen aB9¢t In 2] de.

Al capifulo IV

1110, 1) Es ol puato del méximo; 2) decrece; 3) crece; 4) es el punto del
minimo; 5) es ol punte del miximo; 6) s el punto del minimo; 7) es el punto del
minimo; 8) s ¢! punto del miximo; 9)-es-el punto del minimo.

1112. En el punto z, = 0 crece, en el'punto z; = 1 décrece, en ol punto
zy= —n/2 crece y en ol punto z, = 2 decrece.

1118. En ol punto z, = 1/2 decrece, crece en los puntos zp = 2 ¥y 73 = &
el punto del minimo es =, = 1

ti14. Crece en ol punto z, = 1, decrece en ol punto x; = —1; el punto del
minimo es zy = 0.

1115, Decrece on ¢l punto z, = 1/2, crece en ol punto zy = 1/2; el punto
del miximo es z; = 0.

1125, Tres raices pertenccientes a los intervalos (1, 2}, (2, 3) ¥ (3, 4), res-
pectivamente. -

1127, sen'3zy — sen 3x; = 3 (lxg — ;) cos BE, donde z; < § < 7y

128, a(f —lna) — b {1 —Ind) = (b —a) In & dondea <E<h

1129, arcsen [2 {zp+ Az)] —arcsen 2z0=—--2i%. donde g <<k << zp-+Ax.

1135, Para z — 0 E tiende a cero tomando no todos los valores intermedios

sino tal sucesion de éstos para la cual cos 2 tlende a cero.

1136. 0,833. 1437. 0,57. 1138. 1,0414. 1139. 0,§990. 1140. 01,8449,
1141, 1,7833. .
1149*. La desigualdad necesaria es debida al crecimiento dé lu funcién
U= “iz en el intervalo (0, i:—-)
1450, (= 00;-—1) crece, (—1, 3) decrace, (3, o0) crece. - .
1151, (= oo, —1} decrece, (—1, 0) crece, (0, 1) decrece, {1, oo) crece.
1152, (= oo, —4/2) crece; '5.5—1!2, 14/18)-decrece, (11/18, oo) crece,
1153, (—m.%q) crece, (%g. a) ____dse_i;reée, tn‘_ o) erece.
{154, (— oo, —1) crece, (—1, 1);decrece, (1, oo) crece. .
1155, E- oa, 0) decrece; (0, 1/2) decreco, (1/2, 1) crece, {1,.0) decrece.
1156. (— o0, 0) crece,- (0, co) decrece, ; :
1157, (== oo, 0} decrece, (0, 2) croce, (2, co) decrece.
1158, (0, 1) decrecs, (1, & -decrece,, (e, oo) crece.
1159, -(0','1!'2;-'=d'ée_rece.' /2, o) ¢rece. = f 7 .
1160. (0, 7/3) decrece;- 5:113,-.: 51/3) crece, (5n/3,2n) décrece. - v
1161, (0, «/6) ‘crece, (/8, 1t/2) decrece, (/25 571/6) crace; (5a/6, dn/2) de-
crece, (3n/2, 2r) crece, 4
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1162. Crece de manera mnnét.ona 1168. Crece de manera monétona, "

- e (o, %a) crece; (4 decrece, T
©1165. Vgx = 0 para @ = 0, Ymin = —1 para z = 1. ]
4166 Yy = A7 para 2= —1, ¥ T —A47 para o =

1167,y = 4 Para z= 0| len"" 83 para-z = —2.

108, gy = 2para @ =0, g = 3’ para z,= 2.
1169, ypix = 11113 para @ = -3 170, ypae =0 para x =0
M. Yy = 0 para z'2 0y ymin 2"—2/8 para z = 1.

172, ypq, = 2 para =z = 2/3, 1173, Imx = ]/2(}5/10 para z= fZ!S
e 1 [ 0y 3@ para x =10, yy = 0 para = . g
4175, ymin = @ pnrs. = 0 1176. Crece de manera monﬁmna
; 1 4
1177, ym“m—jfiﬂ para x‘*j, ym[n_{) para z=—1 y para z=>5.

4—
1178, yopap=25 para z=1, ypu,= e—(-z-—lsz 1,76 para x==e.

179, ypge = 1/2 para 2 = 0, yp,(, = 7t/8 para z = 1.

31/ 3—2x

) 1
1180, yp,4, =0 para =0, Umin=—25 para =g,

= o ; 5
g 33';' +18~z1,13 para a:=i—f—,ymm=i para x=0.

181, yp4e= .

' E A 1
1182, ym:—ueu-,:-}:ﬁ para =y

361 3—=12n1 3472 —a2+6n n
Y= V3 -Vié:-' 5 para z=-—o.
1183. yl.-a“ = 1/n para =1, gy = —1/m para z=3.

1184, Si ab =<0, no existen F;ml(:-re.a extremos. Si ad >0 y a>>0, setiens
Upnin=2 V@b para x=~§15 ln —; 8 ab=>0 ¥ a <0, se tiene yy . =—21 ab

1 i b
para ::—-EP-—E?ln =

1185, 13 v 4. 1186. 8 y 0. 1187. 2 y —10, 1188, 2 y —12. 1189, 10 y 6.
1190, 1 y 8/5, 1491 3/5'y —1
1192, El valor minimo:es igual a {a.- )2, el valor miximo no existe.
1193, 2/2 y —a/2.
4194, El valor maxlmo es igunl a 1, el valor minimo no existe.
; 1

1198, 1 valor mfdi es igéal & (%) , @l valor méximo no existe.,

1196, ¥/ Ty 0. 1497, 2y 0. 1208 4 y 4. 1209. 1. 1210, 6 y 6.
1211. 3, 6 y 4 cm. 1212. 3 cm. 1213, { cm. 1214. 1/ %0.

3
1215. El radio de la base es igual a la altura, igual a ]/-:E
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1216, H=2n. 1217, -2V3 oo, 1218, 22 1/ 2 ~ 20356
= 3

1219, El lado es igual a 3,0;"4 la base ¢s igual a p!2 1220. El lado s igual
a 3p/5, la base es igual a 4p/5.

2RY3 4 2mg 2 mig? ]/W'
| S 1222. 3 R. 1223. = T e 1224, .
1225, 20 km/hora, 720 rublos. 1226. Al caho de 1-—- hora == 1 hora 38

minutos.
1227. La disl'.anr:.la que medie entre la cuerda y el punto A debe ser igual
a 3/4 del diamétro de la circunferencia.

1238, 431/5 . Rv’s

3 T
im La altura del recténgulo es 1guul i SATF 1~ 3h , donde h es

la dlstancm desde el centro de la cuerda que subtiende ol arco de] segmento, R
es ol radio del ciroulo.
1230. El radio de la base del cona debe ser 1,5 veces mayur que el del ci-

lindro.
1231, 4R. 1232. ~A40°. 1233, 60°. 1284, RY/ 3. 1235, 'é R.

$287, TH+E=1.1288 2V Iy LV
1239. El 4rea del rectingunlo es igual a ?2‘— % el drea de la elipse.

1240. Por el punto (2, 8). 1241. C(-VE“. -8
1282, z=a—p,8i e >pi =0, s8i
1243, La seccién del canalén ha de lanar ‘la ﬁ';rma de semicirculo.

1244. La longitud de la viga es de 13% m, el lade de la seccién transver-
gal es de —-@ m.
1245, EI valor buscado es igual a la media aritmética de los resultados de

los cileulos:
Ty+2g9+ ... A=Zn
——-—-——n 3

1246. Que dista,® km_ clel campamerito, 1247, }\ Ia*-altura R]/E’E ;
1248. La distancia que medla entre 8l purnto humdo y ol manantial

LY T
v Ii+vVTy

la distancia I -so,. divide por e],r punto hruscado a razén de YTy : /T,
1260, 2.4 'm.

1250, Fyipn'=
7 ;;2
1251, ﬁv-i5 V +

(252, 25+ ‘/ﬁ v 2a+a‘/;—— -I

de luz de intensldad Iummosa I & es’ 1gualn L 3 ‘en otras ‘palabras,

para. q:=:arctg- 5y
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donde Les la generatriz del cono. Tomar en

=R (L)
couslde:racmn que la diferencia cntre 1a distancia que med!a entro ¢l cum‘n de
la esfera y.el vériice del cono, y el radlo de la esfera ea igual a la diferencia on-
tre 1a’altura“del cono-y'la altura de'la-parte sumerg-lda del segmenm -t lat
1254, R/4. 1255, R/2. 1286. P (s +pVE. =
512632 -3— - Como-la funcum es constante (¥ = 0), su \ralor ;¢ igual al va-

tor de la funcién dada para cualqnmrwalo‘r de EN por e:empla pnra =0

| 1264, 7. 1263, 0. 1267. yma: f"‘s para = 3 " ym_o pam F=a,

<4268 g = T para .~:==§-, Fm:n-'o para. x.-—rO y para =

1269, ypa = —2a AT 2= —a, Ypip = 2a pnra Z e
1270, ypgx = 5/4 para z =:8/4.

1271 yppae = 1 para z = 1, ypq, = —1 para z = —1.
1272, ypqn = 1 para x = 0.

1273, = 4fe? pard z =2, Y, = 0 para x—O

1274, yon = ¢ para z= ¢ 1275, y o = /e para z = &

1276, Para o = 2 es miximo. 1277. a = —2/3, b = —1/6.

1278, Es convexa en el entorno dsl punto (1 11) eéneava en el entorno del
punw2_§3 3):

1279 Es convexa én el entorno del punto (4, n/4), céneava:én el cntormno
del punto (—1, —x/4).

1280. Es convexa en ol entorno del punto (1/e?, —2/e!), concava en el en-
torno del ‘punto (1, A

1287. El punto de inflexién es (5/3, -—250!27) Los intervalos son: dc la
convexidad (— oo, 5/3), de la concavidad (5/3,

1288. No tiena puntos :de inflexidn, la graiic.a s concava.

1289. Loa puntos de inflexién son (2, 62) y (4, 206). Los intervales son: de
la concavidad {(— o, 23 de la convexidad (2 6; de la concavidad (4, o).

1290. Los puitos de inflexion son (—3, 294) y (2, 114). Los intervalos son:
de la convexidad {(— oo, —2), de la concavidad (—3, 2}, de la convexidad (2, co).

1291, El punto de infloxién es (1, —1). Los intervalos gont de la convexi-
dad (— oo, 1), de la concavidad (1, e2).

1292, No tiene puntos de inflexién, la graf.ma es chncava.

1293.. Los puntos de inflexién son (—3a, —9al4), (0,.0),. S&a 9a/4). Los
intervalos son: de !a concavidad (— e, —3a), de la conve:mda (—3a, 0), de
la concavidad (0, 3s), de la convexidad (Ba, oo},

1294, El ?unto de’ iﬂ.l']sxi.ﬁu es (bya). Los intervalos son: ' de la convexidad

Ymax

(— oo, b), de la concavidad (b, co).
= VE-t
y : VE=1 2 .
1293, El punto de inflexién (ammn——2— ] ) . Loz intervalos
son: de la concavidad (—%, amse.n-y—-?i-_—i—) , de la convexidad
-V§—1 n
(arcsen T ) ;

1296. Los puntos de inflexién (1, ln 2). Los intorvalos son: de la conve-
xidad (— oo, —1), de la concavidad (—i 1), de la convexidad (1, oo),
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s

3
1207. Bl punto de inflexién es ( ae® -g-e
: i

3 .
1a} convexidad 0, ac?), do la concavidad: (ae?, o). 1208. No tiene puntos de
inflexién. La gréfma e3 concava. '

}. Los intervalos som: de

+

L gq sretggy .
1299. E) punto de inflexisn ( 3+¢ ). Elintervalo do ja concavidad

s (—oo, ;‘), el de ia convexldad es (:,m

300, El'punto de J.nflexion es (1, —7). Los intervalos son: de la convexidad
{0, 1) de la concn\rlda {1, e

1305, 0 = —3/2," b= 91'2 1306. o= —20/3, P = 4/3. Los puntos
(—2; —2,5) y (D, 0) tambléu &on punt.oa de inflexidn.

130?. Para ¢ < —e/b raa>

1316. Los puntos de m xidn son (i A4) y (1, —&).

1317. Para ¢ = 3n/4 los puntos de inflexidn son. srkn (k= 0 { A 13
w‘gpwﬁ. donde a-<<§-<<b.
In—

a

1319, sb—ea=2¢%, donde a << E-<b:
2 1

1324 1325, 0. 1326, 1. 1327, . 1328, = 1320, —=.
e 7 1/

1 . ln%- 1

1330. —= . 1334, 2. 1382, —am-™. 1333, . 1384, —2, 1335. 2.
] " In— i '
d

{336, In . 1387. cosa. 1388, 2.. 1339, 1. 1340, 1. 1348, o= . 1342. 16.

Ll 128
1343. 1. 1346, 1, 1345, —2. 1346, 0. 1347, 0. 1348, 4. 1349, -é-

1350, -‘-;— 1351, —4, 1352 0.

1353, oo., 1354 “+°+° . 1355. 1.

- 1358, o0 1357 1858 1..1359. 7. 1360, 1. 1361. e’ 1362, ™. 1363, 1,
© 1364, 1/2. 1366. Los vnlores ‘de z* son mayores. que 1ds de. ; :
1367. Los valores de f (z) son mayores que los'de 1n’f (z). N

1374, f (115) ~ 1'520-980; £(120) = " 728 120; '_:_m = D-‘I}S (errot abso-

1875, y’='+—-:c 1376, z=90, y=0. 137?. y= U 1378, m=b y=-c.
s Mo i

1379, 2= —1, y=-;-.x-1 1380, 2y =0. 1381, u~:+z

© 4882, p= +x. 1883, = 0, 5= 0; x-f-y—-ﬂ
1384, x = & x = 2b; y—x—Faéb
1385, y+1=0; 2z+ yp+ 1= i386 a:-——‘lr’e,y z+ife

138?.:=m0, y=z 1388, x =0, y =z + 3. 1389. y-n-z—:—i
1390, y = 2z == a/2.
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1301, y = =;"si. f(z) nozes constante idéntica. | - . )
1392.‘81-“:5& @ {t). = co ylim 4 (f) = b;y== besasintota;si.lim ¢ () =
1=, i+, AT
=o0 ylim @{)=qa engqnm;s, z = a es asintota, d
Yoty gL
1393, 2= —1, y=0. 1394 ys;;--;-yfe.'l:ms-. y=z -;—'._x_-—-

G000 o yb =0 87, z= 2 2oyt d= 0 6z — 40y +

vo| ="

13_98: Estd definida por todas partes. La gr_aii_k:\ o8 s'iméit_-ica reﬁpe,éto-a'l
origen. y-ﬁ“-_ﬁ--ﬂz pata & =47y 2. para, z°=-—1. Los puntos de
inﬂ'exiant;dé‘ia' grafica son (=1 T, —1/314); (0, 0Fy (V3,1 3/4)- La asizitota
es y= 0. I . T e - B s 2
- =1309. Eetd definida, por todas partes; -qxc§pto' los valores z = +1. La gra-
fica es simétrica respectd al eje de ordenadas. No tienie maXimos. e, =1 para
z = 0. No tiene puntos de inflexion. Las asintotas'son z = +4, y = 0.

1400. Fsti. definida por todas partes,: exceptoilos valores z = -+1: La
gréfica es simétrica respecto al origen. No tiene oxtremos. El punto de infle-
xi6n es (0, 0). Las asintotas son z = —4, z =4y = O

1401. Esté definida por todas gartes'. -excopto los valores z =1, x =2
=3, i & —2,60 pafa z = 2,58, yoq = 2,60 para z = 1,42. No tiene
puntos de inflexién, Las asintotas son 3 =1,z =12, 2=38, y=0. .

1402, No estd definida cuando z = 4-1: T:a grifica es simétrica respecto
al eje de ordenadas. yo,4y = O paraiz = 0. No tiene'minimos. Cuando = < —1
crece; cuando x > 1, decrece. La grafica no tiene puntos de inflexién. Las asin-
totas son~z = 4, y = 1, : b

1403. Estd definida gor_ todas partes, la grifica es simétrjca respecto al eje
de ordenadas. Ymin = = para == O; (1, M ¥ (=1,-0) son’puntos de inflexién
de la grafica con la tangente horizontal; los puntos de inflexién son ( +1/575,
—64/125)...No._ tiene asintotas. M

1404. Estd definida por todas partes; la grafica és simétrica respecto al
eje de ordenadas. yy4 = 0 para z = 0, Y = —27/8 para z = -k /2, Los
puntos de inflexién-de la gréfica con la tangente horizental son (41, 0). Cuando
z 22 30,7 ¥ = 40,26 también existen otros cuatto puntos de’inflexitn de Ia
grifica. No tiene asintotas. y

1405, Esta definida por todas partes, excepto z = 0. yy, = 3 para z =
= 1/2, No tiene miximos. El punto de inflexién de la grifica es (~¥72/2, 0).
La asintota es »r = 0. k ) o A

" 1406. Est4 definida por todas partes, excepto 'z = 0. La grifica es simé-
trica respecto al eje de or onud_s_\a. Ymin =:2 para & = *t. No tiene méximos,
La grifica no tiene puntos’de inflexi6n. La asintota eg z = 0. ~ :

1407, Esti definida por todas partes, excepto z = 1. yye = —1 para
2 = 0. No tiene méximos. El punto de inflexién de la gréafica es (—1/2, —8/9).
Las nsintotas son z = 1 e yj= 0 )

1508, Estd definida por todas partes, excepto z == +1/3. La gralica es
simétrica respecto al origen de coordenadas. yps, = —4,5 para z = 3, yg =
= 4,5 para z = —3, El punto de inflexién de-la grafica es (0, 0). Las asintotas
sonz= +V3yz-

. -y = 0. i g s
14097 Esth definida por todas partes, excepfo z = —1. No tiene minimos,

Vg™ —3 T para = = —3. El punto de inflexidn de la graficaes (0, 0}. Las

asintotas sony = —1l ey m-;lz-.r—-i.
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1410, Esta delinida 2pmz- todas partes, excepto z = 1. No tiene miximos.
Ymin = 27/4 para z = 3/2. E] punto de inflexién de la grifica vs {0, 0). La asin-

tota es z = 1.
1411, Estd dofinida por todas partes, excepto z=1. ¥, =0 para z=0,

ymm=%i‘/§'pnr& z=44 El punto de inflexién de la grdfica es

(—?fi, s %-" 2). La asintotas son z=1 e y=g2.

1412. Esté definida por todas partes, excepto x = —1. yp.. = 2/27 para
z =5, ypin = 0 para z =.1. Las abscisas de los puntos do 1nflex16n. de la gri-

fica son 5 + 21/3. Las asintotas son « = —1 e y = 0.

1413. Estd dofinida por ‘todas partes, oxcepto z = 0. y . = T/2 para
z=1, ppae= —11/6 ] para r= —3; Ymin = 27/8 para z = 2. La nhwsa del
punto de :nﬂex:dn de la ‘grifica 88 9/7. Las asintotas son z=0ey= —x -+ 1.

1414, Estd dohnldn or todas Eartea excepto x = 0 No tiene miximos:
Yiin = —0,28 para = = ,46: T;a-abscisa del punto de inflexion de lar grifica
es —W La asintota es » = 0,

1415, Estd definida.por todas partes, excepto = = 0, yp4, = —2,5. para
z = —2; no tiene minimos, L grafic.a no tiene puntos de infloxién. Las asin-
totasson s =0 e y = =
1416. Estd definida por tudas partes. yp.. = i/e para x = 1. No tiene

minimos. El punto do inflexién de la gréfica es (2, —;2.5) . La asintota es y = 0.

1417. Estd definida por todas partes. yy s, = 4/e? para =z = 2, ypq, = 0
para z = (. Las absicas de lns _puntos de inflexidn de la gréflca son 2 s V2.
La asintota es y = 0.

1418, Esta detmlda por todas partes, exceplo & = 0, Yppin = £ Para z = 1.
No t%ane maﬁimos La gréhca no tiens puntos de mﬂexion Las asintotas son
=V, y=

1419, Estd definida para z,> —1. yp, = 0 .para.z == 0. No tiene maximos.

Le gréfica no tiene puntos de inflexiém. La asiptota es z = ~t. ¢
1420, Estd definida por todas partes. La gréifica es simétrica respécto al
eje de ordenadas. ¥, = 0,para z = 0. No tiene miximos. Los punt.us fle-

xién de la gréfica son: (1, 1n.2). No tiene. amntotna =
1421, Esti deflinida |:mi :

a;e de ordonadas yma,'

_._l pira :::-l-i ymm

de los, puntos dé: mflean do la grai'lca son j:
o 3 ;. WS T 55
1422, Estd definida por todaa ;Jartes yméx = 2?3&’ para z = 3. No tisne

1'|1u:|1|:|:|:|s0 Las: ahﬂcisas de los. puntos de. lnflexiéq s0n, 0 y 3/ 8 La asintota
08 y =
1423, Estd definida ‘por” todus partes. La gréfica es Blm.etrwa respecto al

origen la coordenadas y‘““_TF para z==1, yo o= V,_ para z=-1.
[




Respuestas-al cap IV 365

g ik LT Tl oy, 3
Los puntes. de itg_flaxi'én dgda. . grafica =on’. (0,.0),, ('3, V 2e 2).

; {]{E, ""—'7[f§:s? 2)/La-psintota és y==0. " iw o on o
424, Estil definida; por;tedas partes, excepto x =.0.. No. tien
;a grafica o tiene puntos.d exién. Las asintotas.son 0

g

st b eV E B R o 2 i
9% 4426, La funeién ‘estd definida-cuand oa iz < —1.y cuando 0 <
< = < oo, En el intervalo (— oo, —1). erece desde ¢ hasta oo; en el intervalo
(0}, ~}- o0) crece desded hasta e, La igrafica consta de dos ramas separadas. Las
asintotas T s S TR T e ; o
4427, Estd definida por todas partes. No tiene extremos. Cuando z =
= skl (k= 1, 3, 5, ... .) 08 estacionaria. La grifica es simértica. respecto al
origen de coordenadas, no tivne asintotas; los puntos de jnﬂsxibn soni'gk:r., k)
k=0, +1, +2, ...); en los puntos de in exi6n la gréfica ‘cruza la recta
-_— -,-. ; iy ot i 4
1428. Estd definida por todas partes. La gréfica es simétrica respecto al
eje do ordenadas. Los Euntos extremog satisfacen la ecuacién tg x = —=z. Las

ahscisas de los puntos de inflexion satisfacen 1a ccuacién z tg = = 2. No tieno
asintotlas. ;

PSIA20. Esté definida on los intervalos (—m/2 + 2k, /2 -+ 2k), donde
k=0, 4, 42, . .. El perfodo es 2rt. La grafica ce simétrica respecto al ¢je
de ordonadas. yp, = 0 para z = 2k La grifica no tiene puntos de inflexibn.
Las asintotas son w= /2 + k. ° . ! il

1430, Esti definida on los intervalos (—m/2 ~ 2ksm; n/2 <- 2kn), donde
k=0, -1, +2, ... El perfodo es 2x. La gréfica es simétrica respecto al eje
de ordenadas. gy, = 1 para z = 2kn. La grafica no tiene puntos de inflexi6n.
Las asintotas son z = /2 + k7. S

1431. Estd defipida por todas partes. La gréfica os simétrica respecto al
origen do coordenadas. yigy= ™2 —4:para z = 4, yyp =1~ n/2 para
2 = 1. El punto de inflexién es (0, @). Las asintotas son y = z k1.

1432, Estf definida por todas partds, excepto z =17y & =78, Yyax = e
para z = 2. No/ tiene minimos. Las asintotas sonz =4,z =3 ey = s

1433, Esta definida por todas partes, El perfodo es 2, yn = 1 para z =
= kn, donde k = 0, 4, +2, ... .} ypax = ¢ —4 para z=a/2 e 2k @ Yoy =
= 1 4+ 1/e para x = 3n/2 4 2kn. No tiene asintotas. i

1434, Estd definida -por todas partes. ymax = 4/27 para z = BI2T, yyqn =
= 0 para z = 0. La gralica no tiene puntos de inflexin, ni asintotes.

435. Esta definida por todas %a:t_qs. La grifica es simétrica respecto al eje
de ordenadas. ye = 0 para 2 =0, ¥pyp = —3 para‘z = =1, La gréfica no
tiene _g\mtowde inflexién, ni asintotas. B pisid i

" 1436 Bstd definida por todas partes, La grafica cf simétrica respecto al
origen de coordenadas. y 4, = 2/3 para z =1, Yy = —2/3 para z = —1.
El puinto de inflexién de.la grafica es (0, 0).-No tiene asintotas.

-"1437. Estd definida por todas pactes. ypygy = 2 para z = 0, ¥y = O para
z = —4. Bl punto de infloxi6n de la grafica’es (—1/2, 1}. La asintota es y = 1.

1438. Estd delinida por todas partés. yixe = 2,2 paraz = TH1, ypq, = 0
para z = 1. Las abscisas de los puntos de inflexién de' 'la grafica son---1 ¥

7:‘::"'1 3 . No tiene aslntbtas.

sl

€, ¢ e
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1439, Estd definida por todas partes. g, . = 2y/% para z = 4, ypn = 0
para # = 0, El punto de inflexién de la grifica es (6, 0). La asintota es z -+

1440, La funcién estd definida cuando = 3> 0, es bivalente. La funcién yp =
=z Y (rama superior de la grifica) ctece de manera monbtona. La fun-
¢ion y = z — |/ 2° (ramafinferior de la grafica) tiene maximo para z = 1/ 20/5.
La gréfica no tiene puntos.de inflexién, ni asintotas. . _

1441. Estd definida para z > 0, es bivalente. La funcién y = 2 -+ 15
(rama_superior do la grifica) crece de manera monbtona, La funeidn y = 2? —
— 1/ % (rama inferior de Ia g]réfiéa) tiene méximo cuando = = 16/25. La absci-
sa! el punto de inflexién de'la ramaiinferior de la grafica es 84/225. No, tiene
asintotas. ;

1442, Bsté delinida para‘z > —1, es-bivalente. No tiene extremos. La
grifica es simétrica respecto al eje de abscisas, sus puntos de inflexién son (0, 1)
¥ (0, —1). No tiene asintotas.

1443, Estd definida en los intervalos [~1, 0} ¥ (1, oo}, es bivalente. La
gréfica es simétrica respecto al eje de abscisas, | y|hee = Y 12/3 para z =
= —)/3/3. La abscisa de los puntos de inflexién de la grafica es

Vs ~

1444. Esth definida, para z > 0, es bivalente. La grifica es simétrica res-
pecto al eje de abscisas. | y | e = 1V 12/9 para z = 4/3. La gréfica no tiens
puntos de infloxién. No tiene asintotas. .

1445, Eslé deflinida para z = 0 y para z > 1. El origen de coordenadas es
un punto gisludo. La grafica es simétrica respecto al eje de abscisas. No tiene
extremos. Los puntos de inflexign de la gréfica son

4 413 : "
(-3— ' =9 ) . No tiene asintotas.

1446. Esté definida para z < 0 y para 2 3> ¥/ 2, es bivalente. La grifica es
simiétrica respectoal eje do ahscieas, | ¥ | gy = 1 para z = —1i. La grilica no
tiene Euntp‘s de inflexion. Las asinfotas son z = 0 8 y = ~+z 1/ 3/3. ’

1447; Esté definida. para # < —2 y para z > 0, es hivalente. La grafica
es simétrica respecto a.la recta y =% 'z. Jo4. = —2 'para z = 1. La grilica no

tione puntos de‘inilexién. Las asintotas'son z = 0, y =0y z = p=0.""
© 1448, Estd d{_aﬁni_da'para‘-'_-a“- «'w+<S a; €8 hivalents. La gra_!.‘icu-.-.és
simétrica -r'sa;_p_ecl.' al® . a de _apsCisﬁﬁ ; ——Vls—-ﬂ phTar z=

fatota es z=d. . -
es'bivalente. La grifica es simétrica
3.pari z = 3. La abscisa'de Jos puntos
o'tierie asintotas. <
2, ed ?iva}aﬁte_;- La rgrifica es simé-
das. 1 Ulmge = SV 900 Pare £ = 3
réficason (0, 0):y.(1/48, £}/ 3/5).. No tiene asintotas.
" . 1451. Esté definida para.—1 <z < 2, ed bivalente. La grfica’es simé-
trica respecto- 2 los ejes de coordenadas. | y.lgee = 1/2 para z = £1/2/2. El
punto de inflexidn de la grifica es (0, 0% No tiene asintotas.

=—5(V/5=1). No tiene puntos de
. 1449. Esté definida para 0 < = <
réspecto al ejd‘de- absacisas. | -y |py !
de infloxién de la graficaes 3 ~
. 1450. Estd 'definida para —2:C =
trica ;espe;ﬁlp;'?._. los éjgg%ﬂ'é. coordenada

puntosde ixiflexion de la‘gré o
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Lo 14452, Estd definida’
pecto al eje de abscisas.
=W B
h_ffge:_riélj -

4, esrthivalente. La. grafica es- simétrica res™
4 para.z = 2. La abscisa de los-puntos de

=0, e

< 2a, es hivalenie. La grifica es simétrica
-fiena extremos. No. tiene puntos; de inflexion.

g dgy
¢ 1454 ‘Estd_definida para

4 E: finids <0y -Pég’fl.._ﬁ"- < _z,:;:é 1y -parn :g} 2,-es biva-
lenté.Lia grafica es'simétrica-respecto al:¢jo do abscisas, ticne las asintotas, que
son ‘0 e ye= -1y dos puntos de inflexién. No-tiene extremos. * .

‘@z < 0%y para 0 <z <a; es ‘bivalente.
dfica es simétrica respecto al gje de ahsci_sqs.;No-t_ian‘c.rexumos. Los puntos
éxion do h"’gr'éf'i'éa.sdfl--[ i { 1), #a] %

1456, Esth ‘deéfinida’ para'— i< w1y pai-_ﬁ_;- hZ_,_::e;'-"hlynll_egtg. La
gréiit’:a es-simétrica respecto a los ¢jes'de coordenadas y tiene dos puntos aisla:
t

4455, Esta ‘definidapara

u dsintota es z = 0.

os: (42, 0), | ¥ lynsx = 1 para 2 = 0. No tiene puntos de inflexién y asinto-

as. - ey
* 1457, Esté definida para—1 & x < 1, és bivalente. La gréfica es simétrica
respecto a los ejes'de coordenadas. | ¥ |y = 1paraz = 0. Los puntoe de infle-
ién de la gréfica son () 2/2, 41/ 2/4). No tiene asintotas.
1458. Esté definida para = < —1 -y para z 2.1, es bivalente. La grifica
s simétrica respecto 'a los ejes de coordenadas. No tiene oxtremos. Los puntos
de infléxion de la gréfica son (=£1/Z, +1/2). Las asintotas son y = +az.

1459, Esta. dofinida para z 3> 0, es hivalente. La grafica es simétrica res-
pecto al ofé de abscisas. |y |pae = 1 para z = 4/2, La abscisa dé los puntos de

inflexion de la grafica es i—'i_# . La asintota es y = 0.

1460, Estd definida por todas partes, excepto z = 0. N tiene extremos.
Los puntos de inflexién de la grafica son (—1/2, ¢~ + 1/2). Las asintotas son
z=0yz4y=1. .

1461. Esté definida por todas partes, excepto z = n/2 - kn, donde k =
= 0, +1; +2, .+ El periodo es 7. No tiene extremos. La, grafica no tiene pun-
tos dé inflexién. Las asintotas son z = a/2 -+ k. '

1462. Esté definida por todas partes. La grafica es simétrica restecto al
eje de orden%da.s.- Los puntos extremos satisfacen la ecnacién z = tg 2. La asin-
tota es y = 0.

1463, Esté definida por todas partes. No tione extremos. La grfica no
tiene puntes de inflexién. Cuando z < 0 la funcion es idénticamente igual a la
funcién lineal y = 1 — z. La asintota es z + y = 3. (0, 1) es el punto angular
de la grifica con dos tangentes dilerentes. )

1464, Estd definida por todas partes. La gréfica es simétrica respecto al
eje de ordenadas. y. .y = 3 para z = 0, gy = —h-paraz & 2. La grafica no
tiene puntos de inflexion, ni agintotas, su parte derecha répresenta una parte de
la parabola y = 2® — 4z -4~-3, situada‘h-1a derecha del ejo de ordenadas. (0, 3)
¢s el punto: angular do la grafica con. dos tangentes diferentes.

1465. z (t) e v {1) estdn definidas para todas las , e y (z), para todas las z.
(=3, 3) es el mﬁxfmo, {5, —1) es el minimo, (1, 1) es ol punto de inflexién. No
iena’ asintotéis. 'Cuando x — oo, el Angulo de inclinacién de la linea hacia el

eje de abscisas tiende a 45°

1466, =z (8 o y (f) estan definidas para tnda!rla_.% .t, o y (z), para todas las z.
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Las asintotas ao_ng =gzey=z- 6n; (—1 — 3n, —1 4 3n/2) es el méximo,
i — 3x,41 — 3a/2) es el minimo, (l—an,_ 0) es el punto de.inflexién, - 5
1467, = (t) e y (t) estin definidas para todas las ¢, exgepto.f = —1, La
asintota os z -+ y + 1 = 0. (0, 0}.0s ol puntovmiltiple, los.ejes de coordenadas
sirven de tangenles en este punto. No tienen puntos de inflexién. En el primer
cuadranti esta.un lazo cerrado, FO e A

1468. z () o ¥ (¢) estin delinidas para todas. las ¢. Cuando z < —t/e'lu
funciéa y (z) no esté definida, cuando —i/e < x < 0 esta-misma funcién es
bivalente, cnando # > 0 es univalente: La linea es simétrica réspecto a la recta
z 4 y == 0. El'méximo es (e, 1/¢)." Existen dos puntos de infloxién. Los ejes de
coordenadas hicen de asintotas. : 1wEf ) - |

1469: Es una linea cerrada-simétrica respecto al eje de abscisas, con un
punto-do retroceso (a, 0). - 2. ) S

1470. Es una rosa cerrada de tres pétales. La funcion estd definida en los
intervalos [0, =/8],:{2/3x, nl, [4/37, 5/3n]. Los extremos existen cuando ¢ =
= /6, ¢ = 5n/6 y ¢ = 3n/2

. 1471, La funcién estd definida en los intervalos {0, af2); [n, 3nf2). La gré-
fica de ld funcion es simétrica respecto al polo. Lasrectas z = giy z = -—a son
las -asintotas®. . EF A i g i :

1472, La funcién esté definida en los intervalos [0, m/2), (3x/4, 3m/2),
{7nl4; 2m). La grifica de la.funcién es simétrica respecto al;polo. Las asintotas
som z = a.y z == ~a. En el polo la curya toca la recta ¢ ==.3n/4 _

1473. Existe para todos los valores'de ¢. Cuando @ =0 ol méximo es igual
a2z, cuando @ = m ‘ol minimo 03 igual a 0. La linea s cerrada y:simétrica
respecto al eje polar. El polo es.el punto de retrocesa. . - i o -

1474. La -funcion estd -definida en-los intervales 10, /2 - .arccos 1/b],
[8%/2 — avceos-1/6; 2n]. En el punto-¢ == 0 la funcién tiene el méximo igual
a a(l+b), en los puntos @ == n/2 4 arccos 4/b y @ = 3n/2 — arccos 1/b
t.ialr_m ¢l minimo igual & 0., La gréfica do la funcién es §iméftﬂ_a‘_a'~51‘espadto- al eje
polar. ] R

1475. Existe para ¢ > 0. Elpunto de inflexién es il/'zn, 0,5). El eje polar
es la asintota. La linea se desarrolla dlrededor del polo en‘forma de espiral,
acercéndose a éste de manera asintética.

1476. Existe para ¢ > 0. La grdfica es uns espiral que parte del-polo y se

Hceréa, de mianera asintética, a-la circunferencia p= 1. o
1477, Existe para—1 < ¢ < 1 sitnada integramente a Ia derecha del eje
de ‘ordonadas. Linea-cerrada. El méximo: existe’ cuando ¢ =0 (@ = 1 radiin,
p = 1). No tiene puntos de inflexién. Cuando t =:-+1 toca el ei‘a_. de ordenadas.
1478. Rosa de cuatro pétalos: El origen de.coordenadas es el punto autotan-

gencial doble.
al/ 2

1479 La linea pertenece integramente a la banda —
Es simétrica respecto al origen. L asintota es 3 '
xifn en que el eje de abscisas sirve de tangen
infloxién. = T
7 4480. Bs. unia linga-simétrica: respecto-
y =z, y'= —az, corrada; que tiene cuatro. p
(0, a); (—2,.0)-¥ (0; —a). El origen.de.coord
« -1481. Esuna linea simétricare

ccs de Jos éngulos coordenados. Lia

T este é.j.amicio.-iﬁl..ig’ual':qu\e an los; que _sigueq:.m_é'é_. abajo ;
tas. vienen dadas en el sistoma de coordenadas cartesianas en. el cual el

haco'de ejo de. abscisas, y la perpendiculat hacia el eje polar . que pa

polo, hace de ejo de ordenadas.




'-Hasp,uestas al cap: v 3689

coordenadas es el punto cuddruplo. En 6, las‘ramas‘de la linea tocnn las ojes
de coordenadas. La linea‘ presenta la ‘forma de «molino». -
1485, Las demdis raices son simples. .
1486, 0,1 < # <.0,2. 1487. —0,7 < zy 4—063’08 <za <09
1488. 0,327 < 033, "%
1489, —341 <5, < ~3; 10, 0,22 <z. <023 y 2,88 < zy <289 <
1490, 0,38 < 7, < 0,39 y'1,24 < =
1491, —0,20 <z < —019 1492, Uéé {3{085 1493. 163 {:n(‘l&ii
1&9& 1,587 <z <i 538 1495, 0823 <z {082? 1496. 1096 <z <L

1497. 0, 64 < z < 0 65. Para {] ( c < 1 axlsi.a un solo numero real :gua]

pmpio luguntmo slando menor quo 1. Para 1<asa < e o ‘.mn dos niime-
ros distintos iguales a sus propms Togaritmoés: uno de éstos pert.anaca -al intervale

{1, & { el otro, pertaneoe al intérvalo (e, - oo). Para g =¢* el inico ndmero
Igua aisu logaﬂtmo es el namero ¢ (es la raiz doble de la ecuaclén loggz = =z).

Para ¢® < a < oo no existen niimeros raales que gean iguales a sus propios lo-
garitmos.

1498. (z—é)‘-}-11{:—4)’+3T{x—~4)‘+21(x—é)—SB
1499, =+ 1P —5(z+ 1
1500 .(x-—i‘“+i (;-1)-1-45(:: )8 4 120 (& — 1)7
+210(z71)! 249 (z — §)° + 195 (z — 498 + 90 (z — 19 + 15 (z — 1)* —
1501, ='—9;b+ 3044 — 452° 4 3022 — Oz - 1,
1502, 7 (—1) = 143; " (0) = —860; f* (1) = 26.

1603, —t—(a-+1) (et o — e e (ot R
donde 0 <B4, K

b Fo an znH fis i
1504, I+T+ﬁ+ . +m+m(ﬂ:+n+ﬂg t, [donde
O<cB<1.
1505.(2-; - :2? :
(—1)" (2n)] (z —4)n+
= ] d 0 L .
il (v DUV TP AP d°’_' -
T gl 0T —8x
1506. 1+"—'+ ARt +(2ﬁ}1+—~—-—(2n+1)! 3 , donde 0<
<01,
507, (&—1)4+—- P a1 o e e — ) .
(—1)“0(1—!}" {—1)"”8(3:—1)“’1
C A EER =D D a T (i =D AT DoE—Dpe donde
0<f<1.

z=-—4 .(x—é)? | (z-=4)3 fyn=t (2n—2H (z—4)n

2 aerlell Al (r— D)oz +
+

509, 2% Tty 2 TH =ty et
+L:%% sen 204, donde 0 << 8<<1.

1509, 2“‘§_ffj;fi_‘”‘g’°+“lr¥%ﬁ%' donde 0<<<1.

1510, z4-— 3 _EB?TE:_ donde 0 <0< 1.

24—0176



370 Respuestas al cap. IV

: 3. 3
1511, a4 S 5 BeEITL | dondo 0 <0<t
. (1 —B%2)? _
1 1.3 , 1.3:5 4:3:57
1512, l_“2- (z-&-’l)-l—w(z—- 1) — 2’-3|I (£— i)3+—’2—4‘—:£1—x
(z=—1)* ;
——————— donde 0 =-0<=1.
VT8 E—1)P
1543%, Debido a la existencia de la tercera derivada tememos

3

¢ 2 :
f (@b =1 @-+Hf @)+ B 1 @5 17 (at-Oyh).
Comparando con la expresién en ol texto obtenemos:
oy I
Ir1F @8R —1" (@)= 37 /7 (a8,

es decir,-

Flat@)r @) o f (aﬁg—f'_(“):% " (@+8h).

S6lo queda pasar al limite para i — 0.
1514.%& funcién decreca. (0, 3) es el punto de inflexién de la gréfica.
1515, La funcién tiene el minimo igual a i : !
4516. La funcién tiene el minimo igual a 2.
1517. La funcién tiene ol miximo igual a —11.
1548. La funeién crece. (0, O)es el punto de inflexién de la gréfica.
1549, La funcién crece. (U, 4) es.el punto de inflexién de la grafica.
1520, f(z) =1 —6 &z — )z —12 4 ... f1,08) = 0,82
1521, f(z) = 321 - 1087 (z — 2) 4 1648'(z — 22~ . . .1 F(2,02) =
~ 34345 f (1,07) = 289,9.
1522, f (2) = 1 -+ 60 (z — 1) 4 2570 (z — {%’-]- . 1 (15008) = 1,364,
4523, f (z) = —6.-4 21 z =2} 50z — 224 ... F2,1) = =34
f(2,1) = —3,36309; & =0,086; 8" = 0,041 = 1,1%. 1524, 1,65.
1525. 0,78, 6 < 0,04. 1526. 0,342020. 1527. 0,985, 1528. 0,40, & < 0,01.

01

Vi o b P e V2
1520, L=, 4530, o5i —3. 1531, 36. 1532, 0,28, 1533, L=
1534. 0. 1535. 1. 1536. %. sag7, 51zl
(149242
1538, —22 1539, | cos 2], 1540, ~—gmn
1 '-—‘“'—_T' . . T
, - . ; : 3y alxy| .
(B2 aty?)° - ak
LI ) (ah i) M=2 : i
foig: LR DEPM IR g5a ot g5a3,
(bRmgam=2 L gamy2m-2)2 ach? r ._
J R D e : . P
1564, ~gm—mi— , 4545, =2, 1546, —— - 1347, ;
3 3asen 2ty | sia 8z | sen _;_‘ sz_a
: o :

P L IR R e s S ————(;::'1:’%”
a9 - agh (@At :




Respuostas al cap: IV . .

1554. t:+4}=+(y—%)z_i§5 1555, (2254 (y =22 2.

1556. (z-+2)2-4(y—3)2==8, 1567. (z— ’-‘._..é-m ) o (y 9) =%§

1558, - (z-{--';—a)_z-h-_(y.—:%a):zwﬁénz 1569, (-E- .'"_-x,)'.

)
1563. 3a 1566, 0=3, b= —3, c=1.
1567. y-_ﬁ_—xsﬁo 8484 45294042,

1560. (lgi s 2) . 156 { a—-sln 2125—)&562. Para £ k.

[1 4 n2z2in-h] z 1=} n222tn-1)
1568, E==_-—-:‘&-T_' ‘3“+W.
2 2 2
B2 2 3 3 3 3
569, 5= (2D @O 7 = (@09’
11 g l 2 2 2
1570, E=2-+32°5%, ne=y-3275%; E+0) +E—n)° =245,

9242
1571. E"i'ﬁ' ‘/%[3y+a}, g=——p .
1572. §=_%s8, nazs{z_.%, gz-_»c.é‘%(ﬂi.pg.)s_
2 2 2
1573, (3—“)‘-;-6«2 (3—“)2+3a=§=0. 1576, B 4 = (2a) 5.

1576. 8i, es posible. 1579. 2p[]/(*+1’) 1] 1580, 2&*—8)

1581, 6a. 1582*. 184. Al obtener las ecuaciones paramétricas de la evoluta,
pasar a otras coordenadas y al pardmetro, poniendo z = —z;, y = —p, t =
=t

l1-_51“8.‘3". Valerse de'la de dpendencla que existe entre:la longitud de la evoluta
v el incremento del radio de la curvatura.

1584. 0,785. 1585, 0,073. 1586. (3,00; 2,48). 1587. (—0,773; =0,841).
1588, (1,38; 4,99). 1589. (0,57; —3,82). 1590. 0,78. 1591. (2, 27 0,845).

Al capitulo V

b E:
1592, 1) | (22+1)dz; 9) j (e4+2) dz; 3) jaanr.a‘z:
a 4

1
e o]

4) }(8—22%)dx; 5) S (Vai—2)ds ) S(fnz—lﬂz}d':.
- 0 1
1593. 20—-%{3? ?ﬂ-{-%; a:%; U=;_n

24
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1594, =g 5 0,248, 820,039,

1595. - 31,5.1596. 10']% 1097 —-ak-:éO cm?2, 1598, 10-—

=
1599. 8. 1600, 21%. 1601, z-g. 1602, 140 cm. 1603. ~ 122,86 m.
1604, 20 -g— cm. 1605, 625 julios. 1606. 4 cm.
n-4 T
1607, o) mn= D) (&) (tit—t), fo=T, ta=Tsi b) m= {vwa
i=0 'A'.:Il
n=1 T
1608. a) Bp= 2 D E) ta—t) lo=To, tn=Tyi D) 0= j W (t) dt.
=0 Ta
e r
16093 Qn= 3} T @) (ts— 1y to=0, tn=T: Q= | T(@)dr.
1=0 -0
n-1
1610, a) dp= 2 @ ED) W E) (tia—t), bo=To, ta=T4;
1=
T1
b) A= S o) v ar.
Ta
1641, 1500 culombics. 1612, A 67600 julios. 1613. 2880 julies.
n-i -4
(614, &) Pum 3 aby(srss—idy 20=0, an=bi b) P= | o
ezl (1]

2
1615, a) 1;—-:- 18,75 kgf; b la Tecta debe ser trazada de tal modo que

entre ella ¥ la superficie médie la distancia igual a 1;’_5 =~ 17,7 cm.
) | pha_ghet _ . 7a8
1646, e—1. 1647, —m— 1648, 1) 50; 2) da; 3) 35
s " - i3 2
& %aw;__ 5) a_(az—-%-l-i)-, 6) _ o 9y sy 8). 8 b) P9
a (a2 —3ab--3b%) )
10) J-mr. 1)) 4 12) 16 E' 13) 0.
1619+, g 1,87, 10“ Escnblr la expres:.én cuyo limite es buscado en

forma de la n-fsima suma intéegral de cierta funcién.
wl?im ln 2 1621 In 2. 1622' In ai nd = ‘l 1, Véanse los ejercicios 1620
v :

1628°, 1) aeh—cop1: ) alng—atti 9 Q‘Mﬂz—

La expresién + 2¢ ' + u.q"' ED) l'm.lla medlante la derivacién
4e;la suma de los l.g-mmus de la progresién geométrica.
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n E i
1624."5"|seu=|d':=.2 | senzaz. t625. % - 1626, '%1-‘-; {627, i
o °
1630. 8«7 <08. 1631, 3<I <5, 1632, 7 << 1. 2. im. <I<1.
o 3_ -
1'634"%-:!4-23—-. 1635 S 1 1<"3 L

1636. 1) La primera; 2).la’ aegunda'

1637, 1) La primerd; 2)'la segunda; 3) la primera; 4) la segunda.
1640. 035 A <

1641, a) 1 < I <V2 PR AT

b) 14141_"'}/_?.#1307 ve) . 1<;1<]/—moss

1682, ymoa=2EFT) 1y, Efo

{643, ymea= (e +217a+4d). 8i 22320, en un solo punto; [6i z;<0

y 2o >0, en dos puntos siendo validas [_11_15 ﬂesigualdadas»--’%‘é L 19 L —2,
en caso contrario, en un solo punto.

1646, [24,5. 1645, 2% . 1646. 0. 1647, = h=1 m.

3 3
—af i
1648, 14 A. 1649, =~ 1558 V. 1850, 1)-_- 2) “a L. 8 i.m’—s-.

1654, a-:%tﬂ. 1652. A= 100s4-25:2 julios, s es la distancia recorrida en
metros.
Ey—E Eqlg=— Egt
g e 2 —Ea—Ey o Eilg—FEoty
1653, A ( 8-+ apt .Hm). donde =", p=UA—
1656, Q=cot+ -s8+%=8. 1655, dS =10, AS=10,100033 . ., 1656, dS=1,
1657. Az AS das L a &
1 92,25 64 28,25 0,442
0,1 2644 8,4 0,244 0,0382
0,01 0,6424 0,84 0,0024 0,00376
- o
1 Vi d
1638, 7. 1659, 0; -Kz- 1. 1660, — 5 (2} dz= —1(z).
x
1661, —1, —=, 1662 22225 | 663, 1) z; 2) —dsna.

%
2x

1664*, 21022z —In?z, Presentar la integral j In?zdz on forma [de In

*
a 2x

suma de las inf.e_gm]aa lnﬂxdzﬁ-s In? z dz, donde @ >0.
a
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1665, = — 52 1666, 1) E‘ctg:: 7) ﬂ: — 1. 1667,—2.
1668. Para 2 = 0 es lgunl al minimo. 7 (0} = U 1669, 1.|
1670, Y4y = 5/6 para z = 1, yyp, = 2/3 para z = 2. E] punto de infle=

xién de la. grﬁfxca os igual a (3/2, 3/4).
1672, 1)_i ; z)—s—‘:. 3) 52; 4)43-: 5 451; 8)~ 008 7)2—V'%

p— | —
' 8)’6-5; 9)3(’/ 3/15) 10) Lz.f!._%('g/;g_W)-{-s.—-sn.
1673, 1) 2; 2) 0; 3) &8 — 1; 4) 4; 5) w/4; 6) n/6. 1674. 0. 1675.1 — /35 —1.
Al capitulo VI
o
1676, -1/‘8+c 1677, T—+c 1678. c-l

1679, = 0,4343.1054-C. 1680, %4-::. 1681, Vz4C.

1682. ]/i:.+c. 11683, ~4,1z"8%4.C. 1684 u—ultC,

2

2 5
. =2 A . C=— —extIn|z].
1685, 522V=+a:+c 1686, C =V +In|z]|

1687, 0 — 10292 4-45:%2 3,82z 1+%%, 1688, 7 —2 ln|z|— -1;+c
228 — 122 —6

1689, _31/,;_-__4.::.
1000, 2y L oy243 2 Pt gy BV EHC
3 . 4 4

1391 F— Y BHC. 1692, L arcsenz-c,

. V3

1593 32— +c m&. -(tgz+x}+€ 1695, C—otgz —tg .
1696, tg.e———z-[— €. ‘1697, C—-—ctgz — z. 1698, & = gon z-+ €3
1699, arctg s-——-I-C 1700, 1n|;[+2 arctg z+C. 1701. tg =+C.

&

21=

i
1702, T=+.t: 1703, ’*“‘2“’- Cc. 1706, - ‘3'“ +c. 1705. 21/T"_+c.

) (s+bx)
I?ﬂs. ......Ig)_.l_c_wqq, g... 8(?.:: 3]‘ 1708. Ti— .+C.

. 1 .
1709, c—-s—}'(s-a'zf- V1710, J&azﬁ- 1741. 3”‘ LR Vi
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1742. -g- V@FEFIR+C. 1718, a-% VA=

1714. T%' V@2 Cn.
1715, VA4 C. A6, 2 VAT H4Co 477, S Y T TR+C.
1718, VIE—5z TB+C. 1710 sent z-+C. 1720, secz+C.

A7t 3y Ben z-4-C- 1722. C-—%\I,cosﬁ__z. 1723. -i—;-l/ (Inz)34-C.

124, S ¢ 7z, c-—ﬁ-t—;-nﬁﬁ

1727, mnB.—.-}-C 1728, tg (1 + Inz) - C.

1729, -;Taen&r-i—(.’a 1730; xcoé‘a—%-sen 2zx:C. 173, C—%cos (2z—3).
§

1732. c—laenu 22). 1733, itg (29,-— )+C6-2-(tg4= sec hz)+C.

1734, € — cos (e¥). 1735, ln(i+:')+6' 1736. Inlarcsena:i—!-C
4787, 1n (2 — 3z 4- B) 4 €. 1738, 7 ]nt2z~—-11-|-C

1726. 2}/ TFtgz+Cs

1739. ?ln | ex 4 m| + C.
1740, -%1:1 (#24-1)+C. 1741, -%-lnl B4 1|40 1782, In(ex + ) C

1743. -%.-ln (e* - a*) + C. 1744, € — In| cos z|. 4745. In | son 2| + C»

1746, € — % In] cos 3z |. 1747. %'1:1 | sen (2z + 1) [ + C.
1748. € — In (1 + cos® z). 1749, Injlonz| - €.

Inm#+i 2 . F
1750, i +C, 8i m == -.-‘l ¥ lnlln:[-_}«.r..’,'. 8 om=—1.

‘a8,
1751, esen x}.C, 1752, <860 x| C. 1758, 4‘1—"—-{-5'. 1754, c_-.[__

=3
1785, C—— | 1756, 0,56 & 4 C.1T57. C'-—-—e 3

3

1758, arcsen -,E--f- C.

1759. ;— arcsen 5z C.4750, i arétg 3z C. 4761, drcson 5+ C..

1762, 1/_ arctg L zLC. 1763 5 arcsan|— -1-,6'.

1764, f-arotg 22+ C:. 1765.-%mmu;-7+c. 1666. ?i-__tarctg £ e

1 o R % oo ATCSAD 2% it
1767, -Zarmz‘-{-c.-l'lﬁs. 5 nrcgg‘.-—f-{r-c. 1768 T +C.
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1770.

1774.

1776,

1778.

1780.

1782,

1784.
1786.

1788,

1790,

1793,

1795.

1797.

1799.

i801.

18!]3.

1805,

4807.

'1309.

1812,

m|— voles ml'* Rl

Z 4. ATH. 52 4-C.

o
=
a
=
s

x+,iea==+ 36% 4-z-+C. 1773, arcsen z—V/ T—22 4-C.

1n(=2+9)——amtg +c 1775. arcsenx+1/|—zs+c

arctg xZ—T'ln(z‘+1)+C. 1777. arcsen z -+ +C.

V1 —za
—2? [e8—V @=1P]—z-+C, 1770, C—27)/ i—z’—?]/ {arcsen z)3

C—%-IV1—913+(arcoos 359%]. 1781, z—41n|z4+4|+C.

1 1 A e,
-E[x—?lnlﬂz+i[]+c. nsa.-b-[z-—b-,m|bz+a|]+c.
C—xz—6In|3—=|. 1785, 22+ 3In|z—2| 4 C.

%x+%]nl2¢—1|+£’. 1787, =+ In (& 4+ 1) + C.

z—2arctgz-4-C. 1789, d—-}.‘z‘—- %— z’-—-;’— 2—r—In|1—=z||

-"’;;-z+amg:+c. 1791, 1n | 2=l

" x
4C. 1792, [In |=—+—{|+C.

~1u|2“‘3|+c 1794. __1n|b""|+c

z—1 2—5
z41n)Z ]+c 1796. -gln _-Q,Jrc.
i “‘2|+c 1798,

V§+‘V3| ¢. 1800, g aretg 2" 4 C
21/6] V.__:Vg-{—. . - arctg +c.
v_amtgz+1+6' 1802
2.a.mgz"*’“’+r:. 1m:2am¢2z+3)+c
s 1. 8z—1
-drosen (z==2) <k €.+ 1808, <5 arosen S +C.

l Bx41 C 1808. sen2.t ¢
amuen——v.s + 2+T+
- feen 2z = __ x5 ;
-——T+c tam.c otg 5 . 481, tg( )+c.

-_2;;;\5 Za4=Cor 1843, .2 tg( 'Ee":'-‘T')’E" zo- O




Respuestas sl cap, VI ; 377

1814.

1816.

1818. 5

1819.
1820,

1822,

1826,
1828,
1829.
1830,
1832,
1834,

1836.

1838.
1840,

1842,

1844.
1845.

1846,
1848,

1849,

T ( cos® &

_,;‘_.tga;-l-c.“”isw. In {2} sen 2z) -+ C;

cmai— ( CO84z 1 o8 2:) 1817 Ti()fsan' St ben 24 C.
L sen &—Esen’?x-l-c. '

é' (25+seh2¢é+-lseﬁ4wi|ll adnﬁ.r')-[-c.

ln}tg (_"“2‘) |+c- 1821. 1a :‘1+senz)+(f

costz |
5 —1In|cosz|+C. 1323. pe l3sen3:c

ab, 1L BT,

—1]'+c._ 1825, tgx+-§-tga st

‘*““’”.*« c. 1827, —é- wWa—tgzbatC

200 r—

C—cos ;+-:§- cossx--%- cosb z.

3 1 1
T sen 2£-|--§i—331143+c.

-;—tgﬁz+ln1wsxl+c. 1831. C—ctg:—%ctgs::—-;-mgﬂ z.
lésen 2:‘:—%3:::0521—&-(?. 1833, reenzf-cosz+C,
X
(C—e®(z4-1). 1835, 1—3,-‘-5(;11:.3—1)-1-0.
' 2
‘“’"" (1n :-r%{) 4+C. 1837, “—’F--mtg st

zarccosz—) T—24C. 1836, zarctg )/ z—1/ z+acrtgV 7+C.
2 75 1aresen 24/ T—z+C.

. ztg:——:-;-i-lnu.os:]-l-c.

.1_2.4.%_;3@%_;. %wsz;_t.c. 1843, C-—%lg (Ve)

VixZarctgz—In (=1 TF2)+C.

2 (Vz—Vz—1 aresen V/'z)+C.

2 In (#2--1)—2z-}- 2aretg z--C, 1847, "“‘g'“——,'s‘+; aretgz.
2VIFB—g VEFIP+C

(“"*"”;'(2“*'”)._@4.”: Lo 1890, C—eF@ 422437




378 Respuestas al cap. VI

’ z2 2z 2
1851, e* (29— 32246z —6)+C. 1852 n“(l = Ez—ﬁm)“'

1853. € —z3coaz+ 3z%senz-}-Breosz—Gson x.

1854, ~;—_-:3+-{— 22sen 2x+—é—sws2x—-:Tsen2z+C. |
1855, z(In2z—2 lnz+2)+C. 1856, C— (03243102 26 lnz+-6).

1857, C'_ESV;_? (-g- In? z-+31n =+z) .

1858, z (arcsen z)2--2arcsen z. 1/2-:2-—2;-1-(:.
1859, ':—g-— farctg:)a-—xarctgx+ % In [1 +z2)4C.

sag0, IRRZ—0098) g ggp1, S (son 2e—5 cos2e)+C

1862. ﬁ;— (n sen nr--acosnz)+C. 1863, : —} (sen lnz-‘coaln.:)—%t’;‘

1964, 3 (coslnzdsnlng)-C.  1885% C— - 1/1-:3-;--153_1-@: x.

J(Poner = = V =y ¥ luego S]/ T—z%dr transformar a la forma

b 1/1—
866*.] = 3 Vr+-—-1n (:-]- Va3+x3)+c {Poner u=Vﬂz+:3)

1B867. +2a‘+C. 1868, -— [{z2—1) sen £ — (z—1)2 cos 2] 64 C.
1869. 2[)/ zF1=la (14 V zF1)1+C.

_1870. g%:-—ltﬁxs+ﬁzz+8.é+16}+0'. ;
&.’*'_1:_\4,(;

1 &
, ——— e e . 1872. 1
191, Oy, 47 I oo

1873, 2 V7—2+V2 '",9“3.]/: 3 %+c.

1874, zn/’ a—In (1Y D+C. 1875, 2arctg YV Z+Cs

. 4876.: 2 (Viz—hretg V"}+c.
2

4877, —-(x-i-i)" 3(:-1-1) +3In)14¥ 25T +C.
. 4878y -:i_-&'-'v'[-v,:-a.:f;-{—"b:—f-"m n|Vatb+mll+c.
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3 r $LHE) %
1879, x+—I:6 5‘5 -J,--—‘;,.—3 Va F2VEL3YV 6V 600 Y E—1]4-C,
1880. 89 z+31n|yz—1l+Cs .
1881, 2V z—4Vz+4ln(1+¥2) 40,
1882, & 1/F 42 Br20] Y B—tll4e.

4 4T ViFeE—1
. 57 (3e5—4) V(P F 1P LC. 1884,
1883, 3 (3 i )V (e*+ ]3+ 84 lﬂm—--{-c
1885, 21/ TFlmz—Injlaz[+2In| Y TFmz—1]|+C
1886, 0.4 7/ (T 5-c08% 78 (3—2 cosh z)+-C. "~ 1887. %—&zt}:‘-;—'c. '

1888, C—%Vas'_:a'— (2a3429). 1889, i_—4+—8-x-+41n|z= —4[+C.

carp
1890, ¢V EE, g9t ——arcsen——-——]/-ci—-xi-}—c
8
1898, Com g avcsen 2o, 1893 O e

1894. C—#—amﬁmx. 1859,

x
a=1fm.=+a2+
Y/ =228 V22—3%
1896. cnl%,i_. o7, L2+

[E] L i T
1+1/:=+‘1'C' e i Y 2"

1900, % (22—2) 1/ 5—2%-} 2arcsen i+ c.

1901, —L_ M[ c.
41/'15 x]/15—21/“_+

1902*, arccos T%T _1[,2 - €. (Se puede realizar la sustitucidn ¢==-~ )

1808, In

1903*, 2arcssn]/';+c (Se puede realizar la sustitucin z=sen?s.)

1904*, In ¥y ol denomimdor por

=, y_poner. u"::} 1905, Zer(V'z-—i)-I-C.
1906. 31(2—¥/52) cosYF+2 Y% sen V3l +C.

zarcEenz 4
1 1 g —atyc.
O e zz+ Sama i

1908. zarctgz— -:z'- (arctg z2) — —;‘— (arctg z)24-C
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1909. In ﬁ!‘;—% arctg z—-%- (arctg z)24-C.,

1910, TV TPFZP+C. {911, g (1hetptc. 1912, 2V 4C,

]
1918, ==L 0. 1914, c—% (—e9?. 1915, 4 senat4-C.

48
5

1916, C—- @—3z5)°. ‘1917, C—%lnl‘l+3ﬂ—;l|.

a3
1918. -ﬁ-m(1+;2)+c. 1919, C—In (3+e-5)4

1920. C—ercsene = 1921..2 1V I+ 22+ 310 (s + VT2 +-C.
1922. .é.[z1/‘sz_'s_"4—31n|3¢+1/9¢z—"4 N+c.

1923, 2sen}/z--C. 1924, arcse V" 1925, C—%ln”-—-lnle-
1926. —-+In (z+12241) €.
‘.u" +
1
1927, E’%‘F’_{_"i’l-i-c. si n=s=—1, y In|arctgz], sl n=—1.

1928, C—20tg2g. 1929, 25—tgz-+C. 1930, £ tgdat-C.

1931. %V_tg5x(5133z+9}+6. 1932, -%-(ag3;+1ncos=3¢)+ ol

a8 22 = . -
1000, ~gr—g-tzwl|eA+C. 184 Com o g

1935, ]W’;&+c. 1936, z]/i-[-zx—% V i+2z)84-¢.

987, 5 (Bem20) V GF 2P+ L

amapne

") — ————— e e
sen2x+ Vsmix cos z-+C. 1939, ]Jz¢+nlnb+

e 1nh—x+1/5—"zs"+'x=]
1944, —lnfsx.-i-g-'./s_—':z sx+2)+c {9&2.—arcsen

C.

v._
1943. C—8 VS__— 3s.rcsen _V..E

1944, %I.n (=24 224 2) s-arctg (24 1)+ C.
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1945, ¢=1/T—2z—2 z_-g,,w_‘,,,,@nxﬂ-i;_
=

1946. - [ 1n 42 *4x+17)+-m: _]+c

1947, 31/ B+ 25+2 iy 1n(z+1+v’;+2x+2}4-c
1948. In 2 =L (”_4}3!-1-(:
1949, ----— 1/9 2+Gz+2+——- 1032414+ 87 62+2) +:C..

1950, —1n | Zx‘z S.z-l-i!

1:95; ;-— nrct...g 5%-1:_::!__ 3 In (5z2 4 Bz 18) - C.

1952, 2 = ! 10 |824-94-4 VB 0211 1__ VEToTi+c.

len‘:-——w-{— l/ zz—Ex—k !—{—C.

1954, —W==+ax— (=+7 +]/x2+-— +c

1958, — de=_11=+v+

1955, 'l_/m—_b)'u(a—b} aretg ]/m+c.

1936, zaretg z—-g-1n (142 +C. 1957, -+ 50n 2z — - 2 008 22+ C.
1958, % [{w?z2—2) sen wz 4 20z cos wz]4-C.

1959. 2= (-’3 s— :z+-'3-z—%-)+c.

1960, tgz-In{cosz)4-tgx—2x+C. 1961, ln|lnsenz|4-C.

1962, — [ln (4424 + :[+c.

1
1-fzt

1963. -}(m' )+c 1964, itg (-’Z--[-%)-;-c.
¢

1965,

i “’!"“
I
(<]
Q
w
o]
&
R
.;_
|

+

[>)

1967. 21 (X 4e 2)+C. 1968, & 4C. 1969 _%,,z==+c_
1970. Viu=[3 In (r+v’1+&==}+i(z8—2)'p’?-i?z"=]+c.
1971, z—1)/ T=Farcsenz4C. 1972 c-—g( +stgz)

1973, = (1_2aen2m+cos2z

2

- )+c‘ * 1974, T(tgz+m1tg;n+c.



382

Respuestas al cap. VI

1975,

1977.
1979,

1981.

1983,

1985,

1986.

1988,

1990,

1991,
1993.

Inoen z+cosz|+C. 1976, %lnltg(%-l-.—-g-),-}—c.

sec x—tgz~z--C. 1978, sen z—arctgsenz-C.

Vin|ws I-_|-é.. 1980, Inz.Inln z—ln 24 C.

-'i‘”;ﬂ+c. 1982, [c—%e-r‘(zt+2x=+zi.

+ @) VIFTE+C. 1984 C— -:1;’;—-% 3 arcsenz.
%—Vm-%ﬁ V (Z@=a?)8 a8 |/ 28— a2 - ab nrcaen-l—:-r+c.

Va2 (22 =—2) V ZE—8p
e A8 Toem=oh

L‘ (4+1x§;§5(¢3_8)+ C. 1089, v;_— (2;2+3)+c

/B —In (/B 40} 4c.

24 VEFI+4In (VITa—0)4C. 1992, 2arctg)/ TFz+C.

In e C. 1994, V22 i =

O 994, Va2 +1n| e 14+ 2| 4-€
ad

1995%, 8—(1_—=2)‘—|—C. (Es conveniente la sustitucién r=senu.)
a2
- F3
1996. Ve arctg 5 4. 1997, © TocT2 "
2,
1998, #%ﬁ 1999, -1- 2 VaFi—In (224 VE 18+ C.
—

) &8 3z 3 amtg z .
2002, C 4“.,!..:2)2 3(1 +xa)+
2003, (_..._....._’z ﬂ-{}fctg E2Vz4C. 2004 arcsen ex— /T e (.
4 -z ’ B T 3 B -

2V ET—2aretg )/ FT+C. . 2006%, C— 3l (14 1)

(sc_rstituye_ndo_ r=1 +-i— )__. .- 2007, arctg x-;-%—%-i- c.

] /S =, - =,
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2009, :1n(=+1f Ta?)— V]+x3+0
2010, —%gé:(szgzx.pm-;-c
2014, Va(tg’x+5)'|/tgx+€ 2042, o ]i/""'“_.t, :
2013. 4 Inl(z—22 VEFII4+C. 2084, ln]_.L‘;,-i‘L
2015. %lnl-&z+1'|+-,1%-1n'|2:—3:|--:!-1_'n]:|+c.
2016, =+ 2 fhetIn "“" 3’ I-[-c
2017. Tz-l-ln| .'-:I—-— In|2z— [—-1?_111'|'2.,z+i[+0.
2018. 1n{2z—1|—61In|2z—3|4-51n|2z—5[+C.
2019, ff.'_'E+c.
i:'LI.l_ l_,_

1/3 =42 21/’3 +V3
2021, Ein | 22D V_;(_T_Ehtwi)s +C.
2% ]:-’,—1"} .~:+1+c
2023, 41n|r|—-31n|x-—1|—%+£‘.
2024. ?:3+1n|;+1 |+C.  20%5. :+'-.i-+|n‘il—;llli+c.

P |
2026, C 3@_,})8 . _‘”I g Hinlz—2l.
2027, — 4o-In 2028. 2 1n | %Fﬁ%“"
2029, 12‘—(3—'_—2)'5+1n.12—5|+6.
952 4 12245

2030, ——lﬂ|z+1]—-w+c

(z+2}3 1 9
2034, 3t TE=1e 4(3._1)-!- 1n[z—!||-|----]n'|z+1|+€

1 VE=1E—23
2032, m-'—l T-{-
2033, i———ln.‘ (~+201u]z— 3|——I.uiz 2|4-C,

2z
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2034, i]n[%zl—.i 1+i) —ﬁ_-{—c.

oy Ed|
2085, € _35 2036. lnv_ +C.

(2402 | 1 25—1

1
2037, — Tha—_—h, ']/3a tg V3 +C.
1 jz—1} 2:e-|-‘1
2038. —In arct c.
El Vatfz+1 ]/'3 E %

2039, In lfﬁ';ﬁﬁ--'r-—— arotg -,2-+c

(;+1:|z le—11 _
2040, 5 +lnv =T arctg z-C.
14z
In =

«—T arctgz+4-C.

5.3
4
1 24 1
s D i e e C,
2042, i In GFIEEFD) 2 arctg x—-
L
2

2068, - n| e |— I In (@2 1) gt O

1 ] 7
2044 T [1]1 -V’ix_’:—-*l_-l'arc’tg I:——(;-__—i}—z] +C.

2045, x—;-—-?.z——i- +21In {22+ 2z2)—2aretg (z+1)-4+C.

2
2046, 1n7”%+ i m;,g_’__i_}&m;gfvz
x

2

1 22421/ T4 1/2 z v'a

2047, mln m+— etg = =+C. (En el denommudor
de la axprealén integrando sumar y restar 2z2.)

S—z . o (xﬁ-J,«')) i
s 4(x2+21 + 4+vz”°‘gv"
2049, 11. |:|:|----1n (.—.=+1)+—1n (a2 ) = m.;-c
’ 13.1:--159
A mﬁ arctg 2 4.

5231522418248
A% Tm’tg(z""” s(z2+2z+2)= "

+C.

2052.

16 (z=+9)+3ﬁ (za+s‘)i"|‘ﬁ ““e_"*'c‘

z—1
2053. TEED lnl=+1]+— In(1422)4-C.¢
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152544023 4-332 45 .- .
2054, —*zm'ﬁ—+a§.-ar°‘“-+-c-

B 32 L8 R
2035, = [—2;;4 g -;_}-%ln et )+c
2056, 5 & v,arctg-zf-ﬂ—czln(xz+x+1)+-—a—gﬁ+:f,z-|.-
=
-2z C. i
b el fz=d)2

-..(.1:-1){3:2-%1‘.'— x3+1 -qt-amt.ga:‘-f—b

x:—‘ll 1222 —Br—4
z

2058, C—bln *—w.

5 1 vy
2059. m-{-]tl]‘fﬁ-&-l -+ €.

1“4z 1 2—2, 1
20t0, ‘“'3"-”_}'_,:2)2‘1' 4 s i) - aretgz--C.
P I e e {
— Tln B e T TR
z41 3{x1-1) 18_(:_‘__1}
2062, o ‘-nrcl:g taimrwt (Iz_,_h_'_wjz J+C-

2063. iurct (:4~'l}+'§" s t +C.
5 g g 'r?--l Tr 2 :i(ai-{-zx-!-z}“

r Az 4+ 4
2064, € T 2(x2+éx+51 b amlg—-—arctg{r+")
ATri 10322132 57 )
2065, C— wv——g—amig.«:.
) 4— Tz — 222 jz—1]
00 2(z=—z2—x+n il =1 i
[ 1 V3t
._.._ 4 e —————
2067, (—+ .1'—{- - )x“_hzﬁ—rsvﬁln 1/5»1 73 |+c

z
“(1+1'V;)m+ Y T"l' %ulf.- 3" 2_}/—.“; +e.
2069, 21/ 733 z—8% 1+s,fr-| 48'3 2 43ln (14 2) +
33 i 12 £ I’ .1‘—1
+ 1 (Y z— '/;—l—zl—j——.—:—ﬂrdg*—i—e.
2 V7 ¥

'i 1

2070, "'H’ @+ =i (o4 1) +—(x¢n e et )4 )
_%(m+1ﬁ]+c.

Vitl—Vi—z -'-1A-a.-
2071, In ‘-—"“-;'-——“—"_*:;— l—,‘-z ni'cl.g.]/i_l_—:—kc

VIife-+Vi—
25—0176
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2072, (Vz~2)V T—z—arcsen V' z3-C.
2073. 6y U+ar “+z)’ 1+=. V'i_{+'= gk ].q-c.

| u? i—
-2074. lnﬁ-i-ﬁ arctg - 1/" 0 Gl =

Ly
2075%. A "/S i+£'.' Multiplicar el numerador y el denominador de 1a
fraccién por -/ z—1, y sacar los multiplicadores fuera del signo de radical.
2076. i z V§+2—4;ﬁ+§zz %/;+-g-zz 1/;+%x3 Y a5+,

‘7-,/“_*_3
2077. 3
[ =13 [t+f)]
n(]/ 1-1)—-1:.1,/;2+1}2+,f:2+1+1]+——mtg><
2% zz+1+1
Y V3
2079, —;-131’(_1—1-33)8—-—- yiarmpte
1. weduti 2u1 . VEET
2080. ‘EEW Vssmth--FC‘ dondej u= =
1 V1+:4+: 3 1/ z
2081. ‘51 7% p- 2arctg —4c.
? i 'y —h
2082, — 1 V +1 - L‘; +C,
2083. -3—(4 1/;+:/;_3)1/’ 145 24C.
2084, ﬁu+2h_f%_—?—2 Vdarctgz%;—ﬁ—[-a doade uims? 13 Vo
1 Ju—1] V3 14 2u AT %
2085, Fl Vu-=+u+1 -z arctg 7 +C, dondo ==y 1}z
8T . i
086, C_._...i_-hi...*- 1 arctg_;@:f
: z 'I/d x'l/"i ’
__, Vitatse
V,/(1+zs ez 1+=c=+a=z .
e 1 |+xl 1 1Fzt
2067, C_i_lj (::I )+'§‘/ T ) z zd "
2u—1
2088, I 1 !&.+1 __'1__ i R _—
S+ ﬁln_ | 2]/3“% V3 e Tece B

==
x2
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2089.

' 2092;

2097,

2098.

2i01.
2102,

2103.

2104,

2106.

2107.

2409,

21114,
2112,

2113,

2114,

1/“15 31/ 10 3'/—7‘ '[:"F ] i " i
i [ Rt 10 -+ 7 ]+C, donde fu=1+%=.

6088 2 (BcoRa—5) £ 0. 2001, st e 4 C.

‘15 Beosiz  cosz

: : ot B
mltg:'_2mn2z+c 2093, tgx+Tm2%f-§-x+Cf_

+ (gl —ctg?2) +-21n | 1g 2|4+ C.
 (g2r—1) (tgte 10tg2 a4 1)

Stz e eI 2096, m——(-w.
1 z 4 £ o :
Tctg-ﬁ-—-ﬁ-ctg’-i--kc.
5 i 5 A8y
7 +—sen2x(cos‘:+-3co;2x+§)+c.-
;—? etgdax--ctgz-C.  2100. -%-Ltg‘ :-—% tg? 2—1In | cos z|+C.

z---—:,—ctg’ :+%— ctgs IE?-%- ctgdztetgz+C.

cosz i z
CFOr »{--——'ln‘tg 7 |.

{—}-tgx
tg:l:

o—

—'»ln

4

|+ senz cosz+4C.

c-—‘-—. 2105. Kln itg_ (£+i)

14-tgx 8§72 A

z+arc.tg—

g —g—|+C.

———1In
2

V 2+?J
_C-senz| | C-sen z|

2 2108, In —e——n=.

I]/'coszx YV 1—hsen? z

.%_ [z+1Injsenzcoszfl+C. 20, — 3.:;1,3‘(2 “g'%)+c'

) 5tg -§—+4
-,a,—amtg—g—+c.

172 +4-cos x)—i—_'/_arctg( = g 5 2 )+C

cos z (Cos x—3en x) ——-ln|¢as:—-seuzl+6‘.

4 3
-,,:5—x——lnllg=+2l+—5-(m -glnlooa::l-{?c.

25
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082z —15 4senax4-1

US. Fatons 151/‘1? BRO%e g Fasmze 00t
2016, —— 4-C. 2017. %am;gfstngf,
2—1g 3
1
2018, —— aretg {2 1gz)+C.
V’-“
2119, —tgx-i- = arotg (VIga+C. 2120 —arctg 282 4 o,
-Vf' ab b
. 1gr
ZIEI.L——— — arcl; s "
o [ctgx-l—v‘ ar g( V2”
3
2122, 1 —i—%—”.i_l—— —V—armg —t-gx—+c
Vigizttga it Vi

2123, 2 (sen -,3-—{:.05 ]+C para los valores d¢ = que satisfacen la

desigualdad SU“T‘FGDS T}{j' y —2 (sen *2'-—-::05?]—'.—6 para los valores

de = que satisfacon la desigualdad sen ;-}—cos % = 0.

2125, 2V TEa-+CI2125%, c-—f«Ki Vogss. (Poner u=ciga).

2426, 43 gz +C. 2127, —In()/ 2g e+ Y42 g2z +C.
lf

2128. 2arcsen |/ snx-C. 2129, C—% tga (24 g2 x) ‘lfé—clgz z.

£
4 14 ]/cus s

2130, ———e— 2 arelg |/ cos Tj-—-ln—-—--—z-i,—c.
1,/006 = 1— 1//003—2-

2481, -]/1_—2 [n {nen #~cos z—"/ sen 2z) - arcsen (sen z —cos 2]+ C.

2132, sh:-.'-i-f.' 2I3.'-| ‘ch'z 4 C. 2134, thz + C. 2135, 2 + C.

2136, h-shm.Lc 2137, ’“‘—‘:ﬁ}”—‘f-w

2138, zr-—tha.-{—C 2139, x—cthm-l-C 2140, --ch-*a—cht-Hi'

2141, shz.-}—-gshs:-i-r':. zmz. z-—Lhz-u-T th3z - C.

2143, - sh? z+—':.1’-§[15x i, Al Tl % ot ottt FE.

245, In | tha [--C. 2148, In |tn-§-|+a AT, - th 5 — L thTC.
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s, Lin LHEVIE" oy R e,

|1—1/thz]
it 50 £ egx
2149, xthx-[nchz;+6’. 2150. C-—m. -
2151‘. Ini- ez (Se" puede apli_cur' la snstitucién, por

2tat2l/ 2 tetl’

1
e)ampla, r= ? 3

2152. - aroeos +C 2153. arcson -—----+C

z1/ =2
2054, C oY 2R VE | 1|
z 21/2
——— /
2t55. In 1712 T b gasoaenthe. Lo
njzp1+7) Bt | £+Vh+$z
256, € t:— 3+3z+91/-3:.t3+z+|){
i 1 246+ Tz —15:2
2157. C— T In ——

2158, % (z—0 Y Btz 1—Inlz— 1Y B=To—T | +C.

2:59,,—2‘(35-_-%.)1/3;2—3::“ +—f/,_=1n VIE—B T 4+

813
+1£3 a4 € _
2160, % [(;-1—2)1/':—@-:2 St Biagtsin %;J +C
281, C— $ --%ln|2:—l—

2(2x—1—=2) 22—2117)
—2Y 1|42 n|e— VE—z 1|

2162, In [2EV ZEFT ;._ VAR
% z z
A ETIITT S —
2163, %-&lu{:{-d NI Vg wrag poyre W
2164, o (3—2) |/ T=Fz— 7 -2 areson ’_‘L;“E‘ +C

2165. z)/ P2z 45 —5ln(a— 14} E—22+5)-C.
2166. c—% (3z—19) '/ T—2z —z& 414 arcson ‘”Tgi

2167, (22—524-20) V2B 4z 6 —151n (z4-2 V2 L4z L5 )+C.
2168, [—zz—% w+%) sz+zz+'2'+% o (2414} TF 22 + 2+ C.
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2169, (e2--52-4-36) V F—he—7T + 1210z —2 4+ PF—da—7 | +Cs
T 05 145 2
2170. (%zs_izz+?z_z_ 14; ) VETETF4+
"'37:’ In (24241 22 F4a+5) 4C.

VaF2z—38 , 1 2
2071, —W-t-ﬁnmcos——:_i_i +C.
1, Veifddt—z T
573 In _""__V2+2zz+x +late4 VY ZFN+C.
2473, ——-—Vf‘*z'f’"“ +c.

Vtahd —1 1 i V24244 . .
LRy = e v, e S~
1 1 3 1
“BE—10®  3E—1p 10(z—1)10 11 (@—1) *
3(42—30) Vet |
28 1 .

2172,

2175, C

2176. -;— 22+ =10 4-C. 277,
£ @

s V'§)+e.

2179. 32- arcsen 2 —| 2 Y T—24-C.

z 1, |z—1](x4-2)%
2180. '-2——21—!-"6— ln—'-?l_}TF-—-+-C.

1] 14z 1
2181.-?‘—1n| = +3-arotgx+c.

z

2178,

z—1

2182, §aretg = i > 1nI =i
2183, 2 YV z+1fln|z+1]—2]+C.

2184, (-% z-]--i'—) cos 224 (—; 22-{-%-%-{-%) sen 2z C.

2185. 2% ch o=~ 2zl 242 ch 24 C:

2186, z arctg;(1-+1/3) =V Z+ln| 2421 242+ C
1—'_'[[@

=

ATCSON T , i
e +C.

2187, 1n

2188, -3=V?(V§5—'z;./?+2)+c‘
2189. 36V * (/78 —5Y/ 78 420260 Y/ ZE+120 ¥ 2—120) +C.
1 2 . A8
2190, 8 (?I{zs—.—.z-_;-@-zq-?%c,
2191, 2 (sen Y z2—) = cos’Y 7)4-C.
- 2192, K"’__L‘a_"ﬁ_{_% arolg VE—14C.

422



Respuestas. al cap. VI

-394

A18- %2-+%V-;é:-'1_% In}z+ /221140
2194, In (z -V 1T+Fa)% — v (+xz}° ViT+a2s V1+::3

5z 3z +e

2495. (-}zs_—a)vxz-;-w 1o e+ VTN AC.

2196. 3[ln1u|—ln(i+V1-—u2}—msenu]+C donde u=4z.
‘15;:3—{-5:-—2 l Vitz—1 '

2197. c.
a2 15z Vitat+t P'
SiiL . __1/2=+1+ |Vz:-.171+1 I
VezFi+1 |
pE—1? 15 2241 A -
2199, -1—5' [‘—2‘- m——va BNtB_=-__ VE ]»-I-C‘ donde s=2z%.
1 z i
2200. C——é- lnll.g-g- -+ =
8 sen® —
2
2201, 1_ arctg tgf -+ C.
V2 V2
2 sen {o— x) -y L] s i
2202, — e ln, ﬂﬁﬂzﬂ-i-:) +C, donde @=arccos 4, si a? < b2
az;;na arctg :g:g l-€, donde o= arccos %, 8i a?>> b2
2203. %len(‘I+:3)—%13+-1—ln(ﬁ—x-}-i)—%ln(w—}—l}-l—

+$ arctg 2.7/._1
E4

Inz

—szn{ +C.
2206. 1 e [{zz—i)wsa:+(:—'i)3 aenz]-l-(.‘.
2 135:-3
2207 2208. = V —_ L

2209, E—(tg“m—-ctg‘z} L9 (gt r—ctgl ) +6Inftgz | C.
2240, arctg (tg? )+ C. 2211. ln[1+zg§-|+c.

‘gz T g et tgzLC
V2+tgzz+ln {V +tgtz-+tgz+

2243. Tn ”z+1+vf+3’z+1 FC.

2212, erctg

4
214, C——=1
. V15 z

z+6+1/ 60Z—15z% ]
2z—3 zH &
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+
B %‘" il'fz “?i%” sﬂ+6-
2248. C— ZTIGE;) 4 Aretg x"“m:-;z)-
g %1 'llfx;‘-vilt | 2?;18;):3 4'(;+1J+C'

=l W o
220, a~loms 11—~2* 1+ o7 [ =+ T ger ta—r ) +©
: VYV ITETE
2231, - arctg (e%—mem) 4-C, 2202; In b SV IEEFEE

1— g% |/ 1 e¥ - e2%
1-4+21ige

2
& V3
s

1 ; 7 1 4 1
2224, -m-z—TseDZx-i-mseuéx-{-gsan zx-;-.m son 8z C.

2223. z— +c.

arotg

S 1
2225, 7 I"+-2- In {1 +:2}.-i- W—‘,—C

3 27 30 ., |z—5
28 = meTy T et
=9
2207, c—l/ii arctg (| Zetg 2z, 2228, :rt-g'T-[-C.

2229+, -l—}-_z—arccos xzif +C. (Dividir ¢l numerador y el denomina-

dor por = y realizar la sustitucién z+-i—=z.)
2230, esenx(z—gee z)+C.

Al capitulo VII

D faom ok T . 2
2231. ?{1/8—.1).~ 2282, —. 2233 —5(;./‘15---1__). 234, 7.
2235, %qos_%'.’_z%ﬁ. 12, 2237. 0,2(e—1)5. 2238. 31ln bb

2239. ":: 240, 5. 2241, t4+11ge. 282, e-VE 263, .

2244, 2. 2245. % 2246, ]11—. ‘2247, 02!n-— ‘2248, :um-_;-.
1.8 AL 4

249, gpln g, 20, . 2251, 2 ‘9952, Z. ms. 3.

2054, —5—. 2255, —0,083.. - 2236. -+-—~—a+ ‘33

—ctgos;.
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2257: 1. 2258, —-Vg.r% 2259, 41— 2fe. 2260, m/2—1.

o (9413 .3
2251.—3-5-.—-_1- In 5. 2262. :;6 —Gm. 2263, 2————— mz

; 2 i
2266, 1. 2265 ‘-“L"‘;UL;. 2268 S 2267. L2 8. 62,
7534 = 10.8.64.2 256
8. o) 153 D) grr T Y0 O ey = o
‘m—1
2270. Jm_ = +n-r;lrn,n-f2 W‘Jm-«_?..n.-
Si n s impar, se tiene ¥
. Ay (n—3) ... 42
& "_'(m-{-n_) (M 4=n—2). . (m+$} [
si m es impar, so liene
J

) (m—1) (m—3) .
e m -y (mtu—2) (ﬂ-‘-dJ(N-H}
si m €3 par ¥y n ¢g par, sv tiene
_(r=N(n—38)...3-1-{m—1) (m=3)..,3-1 =
ET mr) (b —2) (mn—4) ... 402 2

Im

2271, (-1)?%1'[1—% ('TTT!"'T—_T-W"' s %4-1)_]

A1, on i plg! T .
212, St 2274%. G Poner z==scn z}’ai}hcar el resul-
tado del efercicio 2270. 2275. 7-+21n2, 2276, 23, 2277. %—.

31/3

w78, 5210z om0, 1ol IEE oom gy
3 1+V'2

2281%. %:ﬂ Poniendo z=2z transformamos la integral dada en

&
z
ﬂjmnszdz.
(1]
.. _ = o
2282*. =" Poner r=. 2283, =5
2 2413 8 - n
2 o — o . 1) ———
2284, /32 ‘,+ : ,Vi.zzas 5 2286 V3 %
2287, —(n+m- ) 2288, o q. 2280, ——
. w .o

an0 L2 VS +in(2—V5). 201 I, 2202, 12[; 2293,

: 20
2204, aretg % 2295, -lg—:+ 2 V2 926, -
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6 2. 1 2
2297, 21n-5-¢:0,365. 2298, =T 2299, 24-In P
P | 8 2
2300. Para a=e. 2301..&—111-5'. 2302, =

2303. 8103—151n2+ —?. 2804, —or (5-+7/5). 2305, F-.
2306, a2 [V 2—1In (V Z+1)]. 207, Vimpln(2+V/3). 2308 22,

2309, 4—s. 2810, 1n %. 2L, e

2 1 n ) bl .
2342, T/-"g arctg ﬁn 2813, T . Bl 3n24-24.

16m - 5 1 L
215, L5E2V/5, 216, 37— 2317, mln|?l-

2319, = = 2. 2310. z = ln 4. 2322*. Utilizar lag relaciones 4 — z* >
24— — 2" > 4 — 22%, que son vilidas para 0 << z < 1.
2323+, Utilizar los desigualdades

Vi—22<Vi—zr <1, donde —1<e<lyn=t

2324, 1,088 < I < 1,110,

2325. * Para evaluar la integral por abajo, utilizar }a desigualdad 1 4 z* <
< (1 4 2%)%, y para evaluarla por arriba, emplear la desigualdad de Cauchy—
Buniakovski.

2326. I (1) == 1,66 es el valor maximo, J (-—--%-) = —0,11 es el valor
minimo.

2327. El minimo existe [gnm z =1 (y = —17/12), les puntos de inflexion
son (2, —4/3) v (4/3, —112/84). :

2332*. a) Sustituir la variable de la integracién de acuerdo con la for-
mula ¢ = -z, dividir el intervalo [-—a, —z] en dos intervalos, a saher [—a, a
y la, —~z] teniendo en cuenta que la integral de una funcién impar sobre el inter-
valo [—a, a] es igual a cero. b) No, si a 5= 0; s8l,sia= 0

2333*. Poner ¢t = 1/z.

2338. Cada una de las intograles es igual a /4.

2339, Poner z = % — z. La integral es igual a n?/4. )

- 2342*, Dividir el-intervalo des integracién:[a, e~} T] en los intervales
{a,01, (0, T1¥ [T, a + T, yluego, valiéndose de la propiedad f (z) = f (z -~ T},
demostrar quo : ; :

a a4-T
Jr@ae= | 1@a.
] | S
2341.. La igualdad que debe ser demostrada equivale a laigualdad
G x*i:f' i :
3 f@ds=0.

x*
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«Quedar convencido de;que la integral en el miembro izquierdo de esta igualdad
r 2.4.6...2n
no depanda de x, y poner- luego T | 2342, TR { 1
2343. La sustitucién z = tg z/2 no cs vilida porque 1a Iuncum tg :[2 es
discontinua para z = 7.
2344, Para evaluar T, valerse de. que I decrece creclendo .
2345*. Sustituir la variablo de la integracién do dcuerdo con la férmula

== —';.'— y tomar en consideracién la propiedad de la, integra] do una fupcién par.

2346%, Sustituir la variable de la integracién de acuerdo con la formula
2 = k@2, y luego. aplicar la regla de I'Hospital.

23547. De acuerdo con la regla de 10s rectingulos, nn = 2,904 (por defecto)
ya= 3,305 (por exceso). De acuerdo con-la férmula de los trapecios, =

3.104 De acuerdo con la formula de’ ‘Simpson, © = 3,127,

2348, De acuerdo con la'regla de los recl.nnfulos n 2z 3,04 (por defecto)} ¥
7 = 3,24 (por exceso). De acuerdo con la formula de los trapecios, % 2 3,140
De ecuerdo con la formula de Simpson, n = 3,1416 (todas las cifras son exactas)

2349, In10=23, M= ~0433 2350, =~ 0,837,

1
1n 10
2351. =1,09. 2352, ~2,59. 2353. =0,950. 2356. = 1,53,
)2355 g= 0 985, 2356, == 0,957. 2357. = 239 m? (por la férmula de Simp-
80N
2358. = 5,7 m? (por la {6fmula de Simpson). 2859, = 1950 nm?.
2360. ~109 2361, =~ 36,2, 2362, ~ 98,2. 2363. =~ 9.2,
2364, ~ 560 mm?, 2365. =~ 138 mm?. 2366 1/3. 2367. Dwerge
2368, 1/a. 2369. Diverge. 2372, .
2371. Diverge.

237251 —In 2. 2373, 7-. 2374. —. 2375, In V@141 +1

2376. 1/2. 2377 1/2. 2378. Diverge. 2379. 2. 2330. uz
2381. | ¢2+b,. si =0, diverge, si a < 0. 2382 T+—1nz

-T[-_-.. 2384, -?. 2385, T+T'

2386. Converge

2387. Dwerge '2388. Converge 2389, Diverge.

2390, Converge. 2391. Diverge. 2392. Diverge.

2393. Converge. 2394. n/2. 2395, Dive 2396, 8/3,
2397. —1/4. 2398. 1. 2309, Diverge. 2 [Ii] 2.42401. m.

i 33n i
202, - m(a4b). 2403 2% 2404, 2405, ..

g 2 1/5 V3
2408, 145, 2407 170. 2408, Diverge. 2409. a.-ilns

2410, —2(e. 2411, Diverge. 2412, Convérge. 2413. Dwerge.
2414, Converge. 2415. Converge, 2416, Diverge. 2417, Converge.

2418. No. 2419. Cuando & < —1 converge, cuando % > —1 diverge.
2420. 1) Cuando k>>1 converge, cuando k<1 diverge,

2 I= S

‘(k__i)(l'_nz)':;' 8i k> ': diverge si k{‘l.
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2421, Para-k < 4 converge, para k > 4: diverge,

2422, Diverge para cualguier k.

2423, Couverge a condicidn- de gue se verifiquen simultdneaménte las de-
sigualdades &k > —1 y ¢t > £ L 1. ]

2424, Para m < 3 converge, pora m > 8 diverge.

2425. Para k <C1 converge, pura k > 1 diverge.

2626, m. 2427*. Sxf8. Poner & = cos i y efectuar la integracién por partes.

2428, 1'1-—?,—13—:1— -:zl-ln 2
& 2

1:3:5 ... (=) =
24.0... (2a =)  Zatnei -
2430, nl. 2431, nif2. 2432, (—1)7 nl

— ) {m—3) ... 8- m—1) (m—=3) ... 4.
2438%. 2) (mm(;}:(-ttz_)‘.)..q-g - Ti b : m(il—z)?{.s-?z' Eomee

2n(2n-—2) ... 42

= ' p - P = 0% .
z==35on . 2434%, 2 T DG 3 Poner z=sen? ¢

2635, S22 (7=1 cvando a=1).

2436™. Para!domostrar la igualdad de las integrales poner en una do ollas
z == 1/z. Luego, calcular su suma valiéndose de la identidad
i+:2ﬁi( 1 : 1 )
e R R T ' 22—z /2 '

2429,

oo
2437, Yresentar ln integral como la suma de dos integrales: j=
]

"

1 o : —
=5+ S ; en la segunda poner x= _Er- 2448, 0. 2439. %‘[/%
[ 4

2440, V. 2441%, 1/ /4. Efcctuar la integracién por partes.
£.3.5...2n—1) VY ... a

2w, === VL ous, 5

2484, n/2,sia >0 0,8l a = 0;; —n/2, sia < 0.

2445, n/2, i @ >0by /4, sl a=b; 0,8 a < b,

2446*. /2. Eloctuar a integracién por partes. .

2447*. m/4. Presentar el numcrador como la diferencia. de los sengs de los
arcos miltiples,” = 3 &

2448*, a/4, Emylear los mismos mélodos quo los que fueron utilizadus cn
los ejercicios 2446 y 2447.. B £ 2 o

2449*, Pouicndo y_==.'-1-—z, ‘hacemos ique @ (z} tenga la forma @{z)=

2
L
TR v
= S lnsenzdz. De ncuerdo con 1a férmula senz=2sen %'coa% dividimos
=
Z
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1a integral en tres, una de las® cuales se “halla. directamente. Aplicando el
procedimicnto dol c.amhio de las variables, las otras dos :m:ugrules s¢ reducen

a lis integrales del tipo inicial; @ ( )=u-—— Ia 2.
. ! i
230, —-ln2. 251.—E In2
] 2
2550+, -;:— In2. Bfectuar la integracién por partes.

2453%, % In2. Aplicaﬁdo el cambio de la variable, s reduce al ejercicio
anterior.

LR T
2454, — 5 In2.

Al capitulo VIII

9 -y
2485, .1-6— o456, 2. 2457, 3-“—;;2 ms.%. 2459, ?T“Vn

4
2400 21, 2461, 2nt Ly en—t
60. 2. 1. 7. 3
2462, 35— (4n+1/3) ¥ %(an—'pf:i).
h ¢ -|-
2464, —— —ab ln ———=25[eh—alu [s+]fa-’-~—[)] dende £ es la excén-

tricidad,

2665, a2 [—-—Lln (V3+V32) ] u? --—-—ln (]/.1-!,—1/;]]
¥ aa[zx V‘ n{}/ 3+ V")J

2466, s,=33=a—£ I 4 —2 arcsen [/% w0 0,48; Sy=2 (N—Sy).

2
T ;! 1 s L
2467. T3 2468, TA 2469. T
m—n % I O el .
2470, e | m+n , 8i m y n son pares; 2 o simyn son
. m—n ; i
impares; | ————|, si m y n oson de paridad distinta,
o1
4 . |
2471, a) T b) '.’.-iT.
2572, 1 (la figura consta de dos partes ¢uyas dreas son iguales cubre si)

8 3 ' 4
2473, — 4, — . 2475, —
2473 5" 2474 7 2475, T
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2476,

2478,
2482,

2487,

2491.

2493,

2404,

2496, ——

2499,

3—21n 2--2111_22

“%2_ 277, 8 ']/1+-2-1/‘§-arctg]x 1+"2—V'3)-

e+——2 2479, 4. 2480. 1(93 —4). 2481, -i—a'-—2

a) b(}nb-l}—a(lna—l}, b) b—a. 2483, 3—c

c 2485. 2— /2. 2486. “+1nV“.

.5-]/5 2488, V31, 2080. J. 2490, Ima.

%mz 2492, BraZ.

2
12 (k) (12 2) 2B ) (1 2).
i}—V‘a, 2 g5 2495 9 5 7% 2) 7‘*“;"“ 3
29 (rosa de dos péta]cs} zm "‘Tz. 2498, 18xa2,

L 6. 200, 2L _5y/5 2501, LD m0n. e

2505#%, a2 St ‘!_]8 . Para comstruir la linea conviene considerarjla

n

variacién de @ desde 0 hasta 3n. 2506. —, 2507. o2

2508,

2509.
2514.

4

a?r(i-{--——ﬂ].

T(2+b2]' 2510, a2, 251, = /2. 2512, m. 2513, 2.

3ma, 2515, 4n,  2516%. 1) V/m/2; 2) V& Valerse de que

5 e—ztdz=YZ (integral de Poisson).
:°

2517.
2520.
2522.
2525

2528,

2531.

et o o n : ﬂ-' a0

. B8 2—g y b, M9 asho,
1/—‘3 oy B

31-1/-——93_,_,,2_1_ LY VTR 959, t+-—]n—2—,

e—eb
==

1n-3-=-:z_ 2523, 111 2 2“.

/-——a)

3T %.1.21:1 (V341

4%_ 2526, -4av3. 2527. —+21n g
4,14 ;
5+ Ins. 2528, 2. 2530. 8.

Pa:a:::—;[z,_a(% ‘_‘./_.g ‘ y__..]
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31/3 __Ry

2532, Para {= G i ( : =3 )
at--ab-4-b2 . )
p s 3 =5 33
2533%. 4 Tth Poner z==acos?t, y=>=bsendi

s y S
. Sof 145975102+ VE)]. 2585 aly, 2% R
2537, n%/3. 2538, 4 /3, . 254l, 2(ef—=1). 2563, ma )/T1dAnt4
+4 o @n+ VITER. 2505, lo 3b .
2546. 8a. 2547, 3 .

2!\"-}-1 6 N

2549, k debe temer la forma S 53— donde ¥ es un entero.

2550, 4. 2551, ln%, 2554*, Demostrar que la longitud de la elipse

es susceptible de ser escrita en la forma

L=4

(V' aZ cos?t - b2 sen? t - V' a% sent 14 b2 coss 1) dt,

e

y aplicar el teorsma sobre lu evaluacién de la integral. 25355, 2m.
2656, 1) E:mbz; 2) inﬂ’b.

2557, & mita. 2558 T (3ath). 250, I (2—1).

g'&b_e-zb e?a _g-zn 3n
2560. T[ i 2(&-—-—:3}] 2661, -
i n% 8n
2562, 5 (15—-461n2). 2563, x (T--z) . 264 L. 2565 2.

nad P x5 AT = 2 . 5 mB
2566. T[ﬁln a4 VZ)—‘gJ- 2567, 1) 5 ad; 2) Tz . 2508, Sada.

3z 8 32 16 71cb n?
2569, mal (T_.Ei-) v 2570. -T{-ﬁﬂﬂa 2571. 1—05-535, 2572, '—'_

2573, % 2574%. 1) m; 2) TL_]/-%—, Véase la indicacién al ejerci-
cio 2548,

2575%. %n;./,%, Véaze la indicacion al ejercicio 2516.

oo
2576, at. Valerse de que E Fuctil

d:c—--— {integral de Dirichlet).
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2577%,"2n2%%. Bs conveniente pasar a lan forma paramétrica poniendo
5 24 sen® ¢ o 2 _ . - 4 2 !
r=2asen?t, y=——-—, 2578. — ma®  2579*%. — mabe. Aplicar la {érmu-
cos { 3 3
=z
la V— 5 8 (z) dx, donde £ (z) es el drea de la seccién transversal.

&9
2580, 1) 7 V'Z; 2) 36n.
281 m=x V2 (2 va_%] . m=a VE(2VE+5).
2582, py=vy=4n(VE+Vi—4), wm=8n{a—)3).

2583, ﬂj@ 2584. Su.

2585%, -.%Rzﬂ' =400 ¢m3, El eje de la simetria de la base dehe ser to-
mado por el de ahscisas.

& 2 1
e —19 3 = = =139 om?
2580, s ahff =128 cm?. 2587, 3 abH 1333 em?,

2588*, -éz—n!ﬂli'. Ll drea del segnenfo parabélico  simétrico es igual

a%ah, donde a es Ia base del segmento y h, la ¢flechan.

R 4 e 4y - B w2 R
£ et —(a—=): , Jereie
; 8)2589 "5 (n—| 3) ¥ T (:t 3 ) i (Véase la indicacion al ejercicio

2590, %a’], 2591, %-nﬂ. 2592, %R? 2593, %Raﬂ.

Z y
2594, —'E_’;('ls'm& 2595, - (VAT @P—1). 2596, T (62 et -4).

.

T
tricidad do la olipse. 2508, 2 [V E-FIn (47 B).

. Pty B 2V 242 e "
255.19. a []/5— Va4 W] 2600, Jra’.

. i 2
2597. 2111‘.3'*‘—]—%}II arcsene y 211(:2—1—%{"— in 1+: , donde e es la excen-

. . 3 Ve i
2001, e V3 (2~5). 200 BYZen—2. 2008 L.

2604, Bnr’:z(ﬂ—%)_ 2605. —_3§2nm1. 2606, 4n?r2,

2607. 2na®(2— V'E). 2608, [V E+1ln(t+1'D]. 2609, dmal.

! akh 3 a3 a3 nz'VE
2610.-—2-, 2.31‘1‘ e R o VR
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. 2613, El centro.de gravedad se halla en el oje de la simétria del segmento.
mediando eéntre dicho centro y 1a base la distancia igual a—g» B

; i 3 R . 3

2614 Para §y:3==a, n=3b para Sy §=ra, ,1=.2_,,,
. 2r. =0 Ar '

2615: E=10, Y, 2616. & . 0, 'q=.—3“_, _
2617. Elcentro de gravedad se halla en la hisectriz del dngulo contral que
subtiende el arco, mediando entre dicho centro y el centro de la circunferencia la
3 [+ 39 ’ ! d
v b garis Bt ;

distancia igual a 2r

B8, f=5, =1, 2689, n%' n=%’:-.

2
2620. %—+%§- arcsen e, donde & es la excentricidad de la elipse.
n b1 Iy & x o, V3 3
2624, E=~E—, =, 2622. T—{-—s—. 2623, ot 2624, 0

5 ed-4e2—1
2625. %“E’“l n=0. 2620, E=0, n=a 4;532‘....{) .

2628, £=ma, q=%a. 2629, E=rua, =ia.

]
2 2 256a 256a
2630. E-?)-a, n=3a. 2631, §_—§i-5-, Ne=3Er -

—n2 2.
2633. ¢ &I(f:a_“)' ‘1_:2(:(:; 6).

2

2634. El centro de gravedad se halla en el eje de la simetria del sector, me-

diando entre dicho centro y el centro del eirculo la distancia igual a %- ”:l %

2635. Ea%a. n=0. 2636 acVTzua, n=0.

a 244 ¢ a e2%—2¢"
N fm~g™— s U= —w+
Mgl T—e?

239, E=1a, 'q=%—a. 2640, 3 7.

2641, Elcentro de gravedad se halla en el eje de la simetria, mediando entre
dicho. centro y el centro de la samiesfera la distancia igual a B/2,

m.'-‘;{-. & V I oL ek
S+ VE+EY 4 .
2648, (62 abp%), 2645 S B (M es In mmase de la semi-
- T " - = =5 a4 mase de la sem
circunferencia). _
8=0178
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VIFrep—ivV2 -, 256 X 128
ooas, LEET V2 doar. o= o3 1y =t6ad(ne—72)

ab® BhS . bh3 . Bh3 nR4 nRA
2648, 5 2649, 1) = 2)_ ral 3) G 2650, g - 2651. = -
oty T pas A Rs 1 Re
2652 - al® y Srbad. 2653, - mRH. 2656 o5 nRH.
8 i
2655, s wRY, : . .
2656.. -%—nab‘, donde 22 es la magnitud del eje alrededor del cual se
efectia la revolucién. A
2657. %nﬂ"ﬂ. . 2636 %ﬂ_. 2659. 1) 1_,;="_.(£'§ﬂ.; B Tyms
=4 (3—¢).
2660, MR?, donde M es la masa de la superficie lateral del cilindro.
26, MBS 2662 o MRE. 2663 el 2664, bnlabe,

2665. EL volumen es igual a = 1;2 a%®, la superticio, 67/ 3 naz,

2666. El volumen es.igual a 12x%®, la superficie, 32n2at,
2667. Eleje de revolucitn dsbe ser perpendicular respecto a la diagonal del
cuadrado; el eje de revolucién debe ser perpendicular respecto a la mediana.

268, ~ 23,7 m. 2069, zp=zy+-sem 2ta +Go) —sen ( 2 +) -
kmM - adl kM o rylrs+l) 2hemM

2670. a (a-+1) °’ a Aty I h ra(rygt+lj 2?“' e

2672. L K B p . donde @ es el dugulo formado entre

TV REfamE . @? X :
las rectas que unen el punto € con el centro del anillo y con cualquiera
de 1os puntos del mismeo;

-
o 2kmM @ i R
2678, 2o Vs ) | 2674, 2xkmo.
2675%. 2nkmyh (1——m._%'_.:_:;_g) ;=2:tkmyk {1 -—“éﬁ&-a)-, d(‘."[lde-. @ es' e}

éngulo formado entre la generatriz del cono y su eje. Valerse de la solucién
del sjercicio 2673.
WM 4
26?75.' 2kmy 23’?8f. = .:1_1:1:8r Tipero, 'es,
fuerza de Interaccién delelemento. .ds-:de la:primera; barra y.ila-segunda
(valerse del resultado del ejercicio 2670}, v, luego, calcular la atraccién total.

es mecegario, caloular la

aore. LM oen TG ragcom ey

2681, A 1,63-40M kgm. - 2682. 353250 kgm.

2683, ﬁ%&, -’%Ri@' . En 148 respuestas a los ejercicios 2683 — 2686
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el valor del trabajo se indica en kg si ‘la.distancia”sé mide én metros,
el peso espedflco, en kgf/md.

2684, ’”ff ~101,8 kgm, 2685, "“;’H’ A 26 800 Kgm.
. =
2686. f_s H2 =240 kgm. . 2687, qu%“’z—"ao,us kg 4,2 julios.

= _ -
2688, -‘ib—g‘l"'-’izi.is kgm. 2689, “—:;ﬂlgo.as kg,

2 2
2690 i"—g%—‘“i";mo of5 kgin, 2001, SO
MR MBRR(3r—8)mn?
2, ML, MG mE
2 f i
2698, s) -Z—; b) dos vecos. 2694, i'ig'- 2605, 22,2 m.

2606, 2 da%. 2097, aba hoh-son a).
2699, a) :{H;—S=32 kegm, b) Tsm (1—dj2=2 kgm.
2700, —,:—:1}?‘. 2701, ~0,206.cm2. 2702 a) -msé,-z 5 wh) OKE 5.

2703, ~1 hora § minutos 53 seguudos. o704, DLV 22 (21f P

T35Vs
2705, -3{’-1;{&[(&%»’33 H T}, para H=0: _lﬁj_a

;Mi S V'k, donde S es a['éirea de la hendidura.

zwa a) =245 b) = ssa.cj 2 53 8 d) para ¢ ='co,
2707, = 3,4 kgm 2708, 1) a) = 7, '16 Kgmi by =16,6 kgm; ¢) ~23,8° kgm'
2) al dilatarse el gas inflinitaments) sl traha,]o aumenta sin iimites.
2709. = 1600 kgm. 2710. ~ 82 minutos. 2741, Un poco més de 5°, -
o " i ) :
2712. Fame, 2713. a) 44107 julios; b) G-10-8 julios. 2714. 5 cm.

2715, 22~946-culombios,
2716, = 1092 culombios. 2717. =~ 5110 culombios.

i
2718. 5.;“ . La tensién efectiva de la corriente alterna cs igual a 595 L
; 3
2719, '—Eugii*cos Qo 2720. A7 minuitos. 4 2721, 2,015 I,
Inag—ine
2722, a) Hy=H mwio eme by =0, 125%

2723, '612{ do la cantidad inicial, 2724. =-2,49 . 2725. '3 i

2726, =373 minlitos:’
26%
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Al capitulo IX

1

2727%, Sp=1—— T §=1. Cada término de la serie ha de ser presen-
tado como la suma de dos sumandos.

2728. s,,=-’£- (1—2_:471.) o
2729, Sp=— (1—-3,%1_1-), S

c.ul.-\- mt—

. { 1,01 1 1 1 1
s (1+—2-+-§— A+l n+2z n+3 )' T
i 1,1 1 1 1 23
281, Sn= (14 5+ —TFT—TFT T FS ) S=5-
LA 1 g
2732, Sp=-y ["a'“" TETE ] S=—.
213, Samd b b e, Sm

2 an PR
2734, S,,:-i—(n—_:w, S=1.
1 1 1
2735, S“"E'[m]‘ S==
2736, Sn.—_arctgu—;—i—, S=—:-.

2737. Converge. 2738, Converge. 2739, Diverge. 2740, Converge.
2741, Diverge. 2742. Diverge. 2743. Converge.
2744, Diverge. 2745. Diverge. 2746, Converge.
2747. Converge. 2748. Diverge. 2749. Converge.
2750. Diverge. 2751, Converge. 2752. Converge.
2753. Diverge. 2767, Converge. 2768. Diverge.
2769. Converge. 2770. Converge. 2771. Converge.
2772. Diverge. 2773. Diverge. 2774, Converge.
2775. Diverge. 2776. Diverge. 2777, Diverge.
2778. Converge. 2779. Converge. 2780. Diverge.
2781, Converge. 2782. Diverge. 2783. Converge.
2784*, Diverge. Valerse de la férmula

sen k’;" u.sennz—a:
sen c.4-3en 20+t ... J-gen ko= =
26N —
2
o0 de la desigualdad sonx‘;--% z, si 0<x4-:;—.

2790, Convorge, pero no absolutamente. 2791. Converge absolutamente.
2792. Converge, Eeru no absolutamente. 2793, Converge absolutamente.
2794, Converge absolutamente.

2795. Diverge. 2796. Converge, pero no absolutamente.

2797. Converge absolutamente. 2798. Convergé, poro no absolutamente.
2799, Diverge. 2802. —1 <z < i. :

2803, % <z <e 2804 —4 <z <i 2805, —1 L2 LAl
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sl L <1 2807, 2 <—Lyz>1. 2808, — <z <A
2809, —1 <« < 1. 2810, 7 = 4-1. 2811. Para cualquier z.

& «g,:r. < 2, 2818, Para cualquier =. 2814. = > 0. 2815, z > 0.
2816, = = 0.
2822, 11 términos. 2823*. Valerse de la desigualded In {12} < e

205, 1@O)=4: 7 () =—0r: F (5) =qoer s FO=0.045;

£(—0,2)=0,108. - _
221, L wdEE L arcigr 2828, 1 arctgzt o In _i""

4 {omz 2 —z "
2899, (z4-1) In (z+ {)—z. 2830, % 2831, 0,2.
3 n z x z
2832+, l"-i' . Valerse de la relacion cos TCOST cer COS m .. =
sen =
= .
x
3 2 1 2
w0 5 akee O
2833*, 5 Valerse de la férmula 21 ="
e
1 n 1 g X -
—({me+—2); 2 1 B4 |. 288, In2,
2804, 1) = (1n +V§) )m[nti+1/)+2] 5 In
s, 2=V

2837, La serie dada no es susceptible do ser derivada término a término en
ninguno de los intervalos. En efecto, el término general de la serie de dorivadas
ofrece la forma m cos (27nz). Por pequeiio que sea el intervalo (z, ) y ‘donde-
quiera que esté en el eje numérice, dentro de €l siempre existiran los nimeros

de la forma L2 , donde k es un entero, y N, un nimero entero positivo suficien-

temente grande. Pero, cuando x = ZLN la serie de derivadas diverge porque para

todas las n > N sus términos llegan a ser iguales a a1,

1
%8 = VU=

2841, (:—1)—#4- 2 .+(-1)n+1,i%’:;‘l Eo

—_2 )8
2842, 1+%—[(z-—-1)+% (& EI“ ___% ( 3|‘1) +..

3 ... (2n— —1yn
”_+‘_”"‘l 3 2ﬂ_1n 5) (z n!i) 4 ]
t  2—3 , (z—32 et (2=t
2843, — S () S
nA2 (z—2)2 et [ 202 (p—2)An2
wih, 1— () EF (= (F) FPr

” x2 Tin-2
2843, i+ﬁ+ e +T'2T;:-i)_l+ aw
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ZnH

(r&—l)l =
2847, cos [1—-——+ B 5 .

2846, 22 + .

yin=2
‘—rt ]_
z8 oy zem
—mna['t_ﬁ"i'ﬁ’l' +{'—’1)ﬂ 1T-—-——lﬁ!—+ ...:l.

2848, z+=2+i‘”'—- 4”5-1- .+ VT sen 4 : :?-}-
4258 4)1 1 rdin=1)
2849, 1""'—'{"—'5—’1“ +(""‘|) w
22, 2t nﬁ né—2n
2851, (1——+—— ) B8] fom o,y SETE, T T e
-l
2853, T”‘” Lo 2854, 14-12»--2-+-5-g—+...
222 (2yn=1
2855, 14 224~ jl R -: l
CO I it
2856, 1—dFr— . (=) 0 Tt
2 =1
R
iz 2¥n-1)
2858, “*“‘T‘*"“f’"f" t oyt

z . zZn—1
e, T——ﬁ‘ﬁr”k e = e

- 22n-1z2n
Al 1‘[‘“"‘ = et -]
K
W61, A= (— 1) TZFT)I"'
2ngintl
AR ""'§T'+"'51__ i =

RS IR [%‘W"’"""‘"”M o 10m
1 zn+l
2064, 2Pt L (e
2 4 g e 403 ... 2n—3) 23
205, 44 [ GG e e G
8 4 8
s 13[4 ()" 4 42 (§) b

. (3n—4)
+ 3""!! ) + e e
o A6 ... (3n—2)
2867. i‘["”"‘a‘%ﬁ‘”‘ S (=1 Tm+...].
2868, :;3+|: =¢+-§-— o B L =4 semez g
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2869, 1422--... +nfenla-..,, §=12.

2870. 1) —11, 2)-19;- 3)1‘};—?41-3-
2871, 1/6. 2872. 4/4. 2878. 1. 2874. 1/2. 2875. 2/3. 2876. 1/3.
2877, 1/80. 2878, ~1/10 < z < 1/40. 2879, —1 < z < 1.
2880, —10 < = < 10. 2881, » = 0. 2882. —}/2/2 <z <V
2883, — o0 <z < co. 2886, —1/8 <= < 1/3. 2885, — <z <L
2886, —1/e < 2z < 1/e. 2887. z = 0. 2888. -—1 éz < 1.

2689, — < < :
4.2 1.3 ab 1.3 ... @n=38) atnt
0. s~ gt gy 5 H VTR BT

(—=1<x<1) ' ; P

3 :2n+‘l
i it Tan
2892 22 Fmt o F eyt (12 <Y

o naint 1
a8, 4 (31 "'T"r tEmrort - ) (e gaion), g
2894. 1,39, el error es igual a 0,01. 2895, 0,3090, el error es’igual a 0,0001.
2806, 2,454, el error es igual a 0,001. 2897, 7,380. 2898. 1,649. 2899. 0,3679.
2900. 0,7788. 2901. 0,0175. 2902. 1,000. 2903. 0,17365. 2904. 0,98‘53.
2905, 3,107. 2906. 4,121. 2907. 7,937. 2908. 1,005.
2909, 3,017. 2910. 5,053. 2911. 2,004. 2912, 1,0986.
2913, 0,434294. 2914. 0,6990,

2015, 1+2:+—5-==+ +[z+-2‘—,»+%+ +n—in-] sl
2916, 2—g- 2P 28— (— 1) [1+ TR
2917, 1.-—T+—ST+ 2048, —---[- ) +
2019, z—z2+20%+ ...
z3 z2n-1
B, Cobemmglyr b (O™ gt -
(—o0 <z ).
2021, C+1n|x[-—~-§:_=2—1+%_
2:
..--i—(—I)“-zn—f(-;‘—“'-i---- (—o<<z<0y 0<<z<Too)

xﬂ
n-nl

1
T =re

2
2022, C+In|z|+z+ ;2] e

(—e<<z<<0y 0<z<Coo)
i z % zn
2023, C—?‘i‘.lﬂlxlf‘r&"*l- -m+ i +m+ _—

(—oo<z<0yO<zr<<oo)
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zin-i

3 z5 5
2024, .E—T-{*W—...'*‘(-—i)“ ’m-}- e
(—o0 <z << ).
8 g8 2n=1 .
2925, x—ﬁ-}-%—'...ﬁ*{—i)ﬂﬂ'ﬁ--’-... (—1<<z<C).

1 25 43 a8 {.3...(2n—3) zén-3
s B B T B . T e T e
(—i<z<{).
i x4 1 at 218 ... (2n—5) -2
i A T B s G e T e

(—1<z< ).
10 10 -8
2928. zof T Tt .‘.+;:"_S (—1<z<1).

1 a8 3 137 . (4n—5) gin-t
SN B i e e e i T
(—i<z<1).

2930, 0,3230, el error es igual a 0,0001. 2931. 0,24488, el error es igual a
0,00001.

2932, 0,4971, el error es igual a 0,0001. 2933. 3,518, el error es igual a 0,001
2934, 0,012, el error es igual a 0,001. 2935. 32,831, 2936. 0,487.
2037, 0,006, 2938. 0,494. 2940, 3,141592654.

2 o on i
WU St rar Sttt Prpy i

2042+, 1—%&-:--}-'3’;-—...-!-{—1]““-;;-]-... Presontar z* en la forma
exInx, desarrollar en seric de potencias de zlnz e integrar las expresiones
de la forma a2 ]nn .

2943. 0,6449. 2944, 0,511 2945. 1,015,

2046%, 3,71. Resulta poco cémodo calcular el area mediante la férmula

1
S=4 j Y1—=idz porque para x=1 la serie correspondiente converge len-
0

tamente.

Convieno calcular el drea del Bector limitado por la linea, el eje de ordenadas
¥ la bisectriz del primer dngulo coordenade. Esto origina una serie répidamente
convergente,

2047. 0,2505. 2948. 3,821, 2949. 0,149. 2052, 1,225,
2051. (0,347; 2,996). 2052. (1,74; 0,94).

Al capitulo X

2953, s=_’;_ (22 —13).

2954. s:% VEFiFoGt—a e—its Gri—a. "
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2066. 1) 1; 2) 13 3) 55 4) no estd delinida; 5) 1.

2007, = (2 + y¥* V¥ (- p¥=, (c+ ) >0 z cs la funcién racio-
nal de u yde v, perono de w, ¢, z 8 y.

2068 = = (= + 9 + (V)i
A 2 2
2069, u=(s2-432 42— ZEETE (G2 it 3 eyt u e

la funcién entera racional respecto a E y 7, #, ¥ ¥ 2, pero no respecto
A0Y Q.
o sl AT s

2070. l:r,( oy ) du; u=22442 p=xy.

2971. z = const os una pardbola, y = const es una paréhola, z = const s£
s 0 es una hipérbola, z = 0 es una pareja de rectas.

2972, z = const, y = const gon rectas, z = const == 0 es una hipérbola,
% = 0 e8 una pareja de rectas. ) )

3. z = const es una pardbola, y = const o3 una paribola cibica, 3 =

= const == 0 es una curva de tercer orden, z = 0 es una paribola semichbica.

2974. z = const >> 0 es una elipse, = = const e y = const son curvas de
tercer orden (para x = 0 e y = 0 son pardbolas semiciibicas).
2075 0<y <2 —1 < y—rg-z <O, 2076, <y <17

2977, 0 <y <2V % y < (a — =)/ 3. ,

2978, E:—u%‘-{- (y—b%’ < R% — o <15 < oo,

2979, (z — o)+ (y — b)2 + (z — o)® < R?, 2980, = -+ y® < 4R% .

2081, v= %-z;.* (ZR +y 433—23—5;2) ; la funcién no esunivoca. El domi-
wio de definicién de la funcibn es x24-y% << 4R?; =20, y=>0.

2082, Para OS2 C1, Oyl S=zp

cpara 0<<zCd, 1y S=z;
pera i<z syt S=y
para 1SrC2 A<y<? | S=ap—z—y+2;
para iSz<<2; 2=y S=uz;
para 2z, - igy2 S=y
para 2 <<z, 2=y S=2.
2083, %+:—:gi. 2086, 12> ha—8.

2985. Todo el plano, excefl.o"l'os puntos de la circunferencia 2% 4- y* = R%

2986. Le parte interior del 4ngulo derecho vertical formado por las bisectri-
ces de gsoaingulos coordenados, incluyendo las mismas hisectrices = + iy > 0,
oo i : o

2987. Lo mismo que eu el ejercicio 2936, pero sin {ronteras. -

2988, La parte interior de los dpgulos verticales derecho e izquierdo forma-
1los por lasrectaz y = 1 + re y = 1 — z, incluyendo estas mismas rectas, pero
«in los puntos de interseccifn: ¥ F ’

1—zLy<itz(z>0),
1ty —2z(z<0)

{cuando z = 0 la funcién no estd definida). y .
2989, Parte del plano situado dentro de los dngules coordenados primero
¥ tercero (sin fronteras). :
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2990. Dominio cerrado situado entre 6] semicjo positivo de abscisas y la
parébola y*=2* (incluyendo la frontera): z > 0, ¥ >0 z’z?--_y.
2991, Anillo entre lag circunferencias z°® 4 y? =1 y & + 3 = 4 (inclu-
yendo las mismas circunferencias 1 < 2* 4+ y* < 4. g
- - 12992, Parte del plano situada dentro de la dpa.rélhnla 3 = 4z, entre la pa-
ribola g la circunferencia =2 -+ y? = 1, incluyendo el arco g_a la pardbola excep-
to su vértice, excluyendo el arco de la cireunferencia. :
2993, Parte del plano situada fuera de las circunferencias de radios jguales
a 1, cuyos centros se hallan en Tos puntos (—1, 0}, ¥ (1, 0). Los puntos de la
rimera circunferencia. pertenecen al dominio, los puntos. de la segunda, no
portenecen. ; '
'2994. Solamente los puntos de la circunforencia #® -- j* = RL. -
2995, Todo ol plano excluyendo las rectas z 4+ y = » (n es cualquier ni-
mero entero positivo o negativo, o cero).
2996. Parte interior del circule z® -+ X‘ =1 y de los anillos 2n < #* +
+ 12 <2n 4+ 1 (n es un entero), incluyendo las fronteras.
2997. 8i x == 0, se tiene
Znn<<p<(2n41)m;
ai z <0, se tiene
(2n+2§g)n€y$; (Zn+2) 1
'2998. z > 0; 2nn < y < 2 (n+ 1) x (n 63 un entero).
2999, EI dominio rayado ablerto (véase la fig. 83).

n es un entero.

Fig. 83

Paraz >0y >z+ 1, paraz <0, 2 <y <z4 1.
3000. Parte del plano comprendida entrs la linea y = i +=1'f.y su asintota,

incluyendo la frontera. 3001. = >0, (f =>0,z>0.

3002. Parte del espacio comprendida entre las esferas 2> -} y* + 2 =rly
22 + 3® + 2 = R?, incluyendo la superficie de la esfera exterior y excluyendo
la superficie de la esfera interior.

3. 2. 3004. 0. 3005. 0 ! A

3006. La funcién no tiene limite para z —0, y — 0. 3007. 0. 3008. 1.

3009. a) y = 0 6 y = 2 (% > 1), = ~ 0 de acuerdo con la ley arbitraria;
b) y= -"3-’- , z ~= 0 do acuerdo con la ley arbitraria,

3010. Esel punto (0, 0). En el entorno de este punto la funcién puede tomar
valoras positivos tan grandes como quieran. -

3011. Son todos los puntos cuyas coordenadas son nimeros enteros.

3012, En la recta y = z.

2013. En las rectas z = m, y = n {m y n son niimeros enteros),
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3014. En la pardbola 32 = 2z.

3015. 1) es continua; 2) es discontinua; es continua con respecto a z e y
por separado; 3} es continua; 4) cs discontinua; 5) es discontinua; 6) es disconti-
nua. B:sar a las coordenndus polares.

3016. Son las circunferencias cuyes centros se hallan en el origen de coor—
denadas y cuyos radios son 1, % H E % + respectivamente,

3017. Son las circunferencias que pasan por ]oalplmtos AyB.

3025, Son las rectas y = az -~ b, donde ¢ =

‘3026, Son las esforas concéntricas ¢uyo centro se halla en el punto A ¥
cuyos radios son iguales a 4, 2, 3, 4.

3027. Son los elipsmdes de revolucién cuyos focos se hallan en Ios puntos
Ay B:

Vie—af =4 G—mr -+
+ ¥V G—c0P T (§— y2)+ (—Eg)%= const.

P 2
k j ) , donde e=e¥,

3029, Son los paraboloides de revoluclon 24P =
3030. 1) Son los planos 2z 4+ 8y — z = C; 2) son los h:perhololdes de re-
volucién o el cono =22 = (.

303z, ?ﬁ'— para T=Ta.

3033. %9? o3 la velocidad del cambio de la temperatura en el punto dado;

-g-:l es la velocidad del cambio de la temperatura en el momento dado del
tiempo a lo largo de la barra.

3034. %%-—b es la veloo.ldad de variacion del érea en funcién de la

altura; £'—g-—=.'a es la velocidad de variacién del érea en funcién de la base
del rectdngulo.

gz dz
8086, To=1, g —1}
" 0z . % dz L
—_— Gl i ¥ e S Sy
3037. = =3aty—y%; % =% —Jylz.
3053.-2%““6‘_.. g—?——am“‘—l—b

. 2 _ 4 v iz
300 5 i BCE ar—7z'+—

a040, 28 a4+ axa— 20

5‘3 (22 + y2)2
3041. =80zy (szy E 1;3 F %,

:_?5_3{5,‘25,_“7}2 (53:2-3:;’)
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N 3_:}5‘; & Q;y ]/1;
7
8043, % ]/xzi+yz; g_yﬁ zz+y2+zy;a_4_yz -

@24 y?) ( arctg —f? ) (=* + 2 (arctg %)

9z o2
. —_— =1 =gV 2
3046 Tz =yxyi " aVinz

; 8z 2z 02
S =
il 2 gz "2z
8048, mem = —————— | ——— ee————
8z ,/;ﬂ"'_a ay y]/xz_Hl,z
2049 E-_-._____.f.;‘lz_-—- 2z "___:,;z_‘,:’-?_
9 (22452 ]/g_,y'z By (224 12) VaE—uwe
8z 2 9z 2z
3060, ey s
ox yaenTx U . ylsen —
o 1 =% @ =
i e T
3051, ¥ = e ¥y 6‘9‘:‘ o e '
s 1 dz 1
- z-lmy ' @y ety "
du w du i
058. —=—Fm ) G Ll
3054, =L cos Zoos LgFosen Zsen L
8x Yy ¥ x| ak v 4
dz & T ¥ Y
¥ a1 08— c0§ ->——sen ——sen —,
v S
3055, B X3 0y Zmmls ¥
2 & ay x

3056, 2% = y? (L4 2y)¥; %‘y—my (14 2g)¥ -+ (4 2)¥ IS4 +-29).

i ¥, 45
3057. — =yln(£+ﬂ)+m, 57

+
0z . — ] - 2
3058, ——=2z a1 (yIn z-4-1); —-ay 2z 1n? 2.
du o Gu G
3059. e Ly =an; = £/

du du du
3060. T—_y+: ——.—r+s. o —_—=aty.
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3064,

3065.

3066.

3007.
3068.
3069.

3071,

3072.
3073.

8074.

3075, ==

du z , Ou ¥ .
% VavptaE | W YVaEfgrs
du 2 ’

T Vi ere

du Ju
—1 2 —_— — a b —
32243y —1; 7 224 3z; P 2yz 1.

: —-i% =it us-|-vy; ﬂ—xz-}-m-}-vx

%w::y-i-yui-vr —E ye-t ezt zy.

du

= (32 y2 4 22) 22 H U2ty

94 o pestettuitan, 0 o aterdyrta

ay 1K Bz -

G = 22008 (a2 Y24 58); o 2y 008 (a4 42+30;

—:—E—=2s c08 {22 - y2--22).
ﬁu_ du  du 1

bz dy az :r,+y-_+—x '
v

vy 7ol oau A i, B

et 1 -3;—-;::21!!:; E-—-g—zz’ In z.
-l

—;?5-‘:#':“" au y"’z"zlnz. T—y’:" lnz]ny

2 1 1

5 3070. O‘T'

dz

& 2@y 14 In Q24 0)];

g

'a—‘={2$+il')2’“” [1--1n (2z4y)).

o _ Inz ] Ylnz i lllz

2 .rlny (H' ]ny) i 8y ylnzy(!' lny) *

oz 2 ;
- ¢S IS (1 _Loizy cos way); %: e T X (f | 7 2y cos 1 zp)-

o _1Z g VTR,
& (+vVFE+d)
I et et el U o

f?s*' U+va+2) |

3 V¥E | u_ Vi
Z(l—av) " Ty 2+ °
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9z ¥
30761 —— e s
' ¥ (14 Vz5) V ay— =2t
L z
U U+ V) Var— rzyﬂ
5: ye + 2y x=+ 2zy

301‘?
e Ex ey f'v S Vitertep

3078, 1 ]/-'ﬂy—a.r.—y o __ 1 ]/xy—-z—-y
s - wwaty - ¥V mtzte

i

3079. @249 ( 1 +“ctgz,i_) (-'l Farotg _:_ ) ]
| dz = [ ( i+ arctgz-_i. ) z +-aretg? '%]

_a?=(’2+ﬂ2) (i-i-ar’cig”%) (i+a_rctg -y_)_ﬂ'
du Gk . du 4ky

W == W @ RTer
du 4k
% @ rerap
g1, Ju_ sle—p™ . ou s (z—y)Ft
"z IAG—pE . e

[ {z—p)¥ In{z—y)
bz 14 (z—y)22

e %’y‘(”“”wﬂ cos z; %:--;x(sen:}""lnsenx:
%:—=y {sen z)¥Z 1o sen z.

du ou au

B _w T2 B i
3083. — - e =R donde r=V 22 yi-p2t.

8084, 22 = (22— ym0) g %=- (227 — =) g3 ;
A Ot i A . 3
= = (220 —zyv) tg o e = (2s%p — zys3) tg a,
donde o= z2y? 4322 — zyaw.

3085. 4. .
i (%)z=a=‘3§?"( bZI_a—b'a_%; (_%L:_):-b_.__‘__!'!z_a_b =

t=a t=a

3087. 1 y—1. snss.%: 3089. 5. 3090. —-‘ﬁg—.. 3001, 45°.

3092. 30°. 3003, ﬂrctg-,i,—,
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3004, dee=(y3—0ay?) da; dyz=(3ay?— B2y~ 8y%) dy.
zdr ydy

3095. doz= r o di e —————,
TV Ere UVt
_yp{yt—af) dz z (x2—y?) dy
W de="arr | W@y
_ dgtdx | By dy _ —3ds
7. dw=hrr du=mroa S ETEE—a
1 97
3098, 570 3099, = 0,0487. 3100. w00
3101 2y [(29° — Bzy?- Aay) di + (4y2x — Bya®+ 229) dy].
zdzr4ydy 2 (zdy—ydz) ydr—ady
3102, . 3103. . 0s. ———-,
22+ y? (@— !t)“ vV iE=zt
305. (zdy--ydr) cos{zy). 31006. i+12 —_— 1+ya
4zy (x dy —y dz) zdy4-yds

3107, AL, M. Sh
3109. 2% (yzdz + zz In zdy + ay In xds). 3110. 0,08. 314l. 0,25e.

3112, & . 3113, ~ 7,5. 8144, =~ 0,005. 8115. = 1,08.

38
3146. 5. 3117, 1,8 + 0,2. 3118. 4730 4 100.
| B
3149, 26,4+ SpB sen.C i 8¢C sen

sen Bsen (B4C) * senCsen(B+C) -
3120. Crece con Ja volocidad ignal a 444 em?®/s. 3121. En = 2575 cm®.

3123, dr=- ds-+ (———-) dp=0,16 cm, es decir, cerca de 1%.

8124. £ —2 (oas § — 61%), 3125. sen 2f - 268 4 ot (sen £ 4 cos ).
3196 3—1212

Y i—(@3r—as2’

3127. -g;—-*-*—aua sen £ co8 b (CO8 v —=S6N v);

ﬁ:w’(sen v c03 ) {1 —=3sen vcosv)

av ‘ )
et
%_ﬂzlln(au—zv) mi%m-
3129, fim ,Iigu? % f:je:::z
w0, =, H. %T_-"'ET'

3132, %a (3—%-——5-:7?) sec? (3:+ —frqfs') )

du
3133. -Ti;—_e“ sen x.
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3134,

3135,

3136,

3145.
3148.
3150.
3154,

3157,

358,
a162.
3163,
3164,
3167,
3169,

3172,

3174.
3173,

376,
J185.

3186,

2T=N176

- i
Lo [ — b4 2% 2 dy o (=14 20%9) v )

LT SR ) TR

By fper L f s,

B 1 gyag “”L‘z”z-) athy, STyt

Bayi—ad - x ¥ (2y2—a2j" ﬂb+gx“3¢xy )
z 2 (a2-4-y)—a? 3149, 7, 2z e*V — oS 2y
T 2 4yE) At T COBgy—esVe—z "

R 2 5
Y oagng ¥ - . 2y
_]/ = 8151, . 3152. T 3153, T
i .. ¥lnz—1
y—1- AL 2% ny—1"
[d_y) it (ﬂ) ——r
dzr Jx=6 o' \dz)x=t [
y=2 =8
s I
—1 8. = W W
g 2—2x 82 2y
9z  s+1 ' 9y &+1°
dz vz , Gz FH
dx  ay4+z22 ' Gy ay-zd
05 z i 0% z
dr  w(z—1) " dy  w(z—1)"
e sen 2z dr--sen 2y dy 3168 :_zz—yz
S sen 2z * ST T
=32 g, sekarctg L. 8471 de=Z02 ML
2 2 F z
dz:igi+;"%i-*’—. 3173, ds =V Tz dz— y dy).
2 (zdr - ydy).
2 (z dx + y dy)-
ds=e¢™% [(v cos y—u sen v) dz 4 (1 co8 v -|-v sen v)dy).
i T o R S o AP i — xy
= ?,;z_i.yz T e Y@ | fedy Y gepgt
= _ oz g S (@2—g?) VERE
P ——igE 7 H
(= + g)? @+ (x4 V2 F R
JE e
drdy Fi
=24yt
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3187, 2 ________5_2: o s B g
Bl T TR | e " TP ezoy aﬂ
&1 2
3188. = = 2a2 cos 2 (az+ by); : '8?5262 c0s 2 (ax+by); : % i
= Zab cos 2 (ex -+ Iy).
389, D% sty T2 o (1 a) exeloy; o (1) exe,
ez by | dz 4x _ 6“2 2(z—y)
U0 =G WG =TT
6‘% lny(loy+1) mzlay, 623 lnztlnz—ﬂ uxiny.
31M, ﬂ.:‘:z -—-——;z—-—--ﬂ ' 89' "—"—'ys_' '
8z - In zIny—+1 Jnxiny
ax oy z¥ ’
5%z ay® id 28y ?
2 S == W V(=
% 1
dzay Y (1— zy2p
3193, ——_—-__(—x-_-—z)y——__.._'—. 3104, 23"3 (2-‘-39'2}"“"2-
A

a227

3195, 4‘?—;3———?;%2—)-, 3196, —x (2cen zy -+ zy coszy).

3197, (22y%24 Jzyz-t 1) e¥W5,

3198, mn(n—1)(a-—2) p(p—1) am-1yn-3zp-2. 3204, a= —3.

i (_31_)2_ a2 of of ﬂ(ﬂ]z
ay

gt 3 dxrdy dxr dy ay \ oz
- T
ay
a  of
; Bz 9y
(oo P Pt
—(a_y) Pz 0z Gxoy|’
af 6% &
By ozoy oy
3219, —2yded+4(y—a)dzdy+2udy®. 3220 —-f.‘%_-_%*;)i

399y, (322—¥?) dat+48zydn dy+(3yz- z?) duz
; NEEN
3222, 2sen 2y ds dy -+ 2z cos 2y dy®. 3223. % [(y dz 4 xdy)® + 2dz dy]-
3224, 2 (2 dz dy -+ y dz dz -+ z dydi).
3225, —cos (2z - y) (2 do < dp)% (2 dz + dy)*; O
3226, —sen (z -+ y + z) {dz 4+ dy o+ da).

—E[(B+5) B B wat (+F) F)-

2 fayd el (g2 4 2ayat—st) dz dy + % 4]
(22—axy)3

3228. —
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3220, — 31,5 da? 4-206 de dy— 306 dy! 3230, ?ﬁ_.ﬂr

’ - o il
8281, y"—5y'-y. 3232, asa Satou. 33y~ w284 —E

v+ 2w dp 2p'2—pp”+-p?
8285 ——5—. 6. ST=p. 327, 7
’ (2t p2)?
3038, — o . 1 e 1 ou

N : 6p=+p“ [k
3240, @ (0)+ 0 () R0 (). 8201, —4 S0,

Al capitulo XI

3242, 23 - 2% — 2y + b 32t — ) L k (647 — 2) + 8zh® — bk +
¥ . < Byk2 -k B 4 222
3243. Az = 15K* — Ghi + i* s
8244, Az = —2h - Th — 4h? + Ahk 4 210 — 29 —
5 i 1 1
— Wk 2Lz s ge LIS T TE BN I 1
B b B K — WOk B R
£11,02; 2,03) = 2,726,
3245, A2+ By* + C2* + Daxy + Eyz + Fiz +
+ (242 + Dy + Fz) h -+ 2By + Dz + Ez) & +
+ (2C3 -+ Ey + F2) L+ Ah? 4 BR® 4 CB + Dk + EXl + Fhl,

1,1 w
8246, =t (z__)+ 3 (v _4_)_
1 mE2
~zl(==%)-2(==7) (:~1)+ (-1)"]-
4 ot (o) rommsen (o= 5 (=)
+3cos§senn{z——) (y— ) +!en§coﬁ‘r|(y—-.-)a]_
8242, ==1+(r—11+(z—1](y—i)+5(z—1)'ﬂ(y-1)+...; 31,1021,
S248. "‘|-5°“¥+h5€lny+-’t605y-|---%{kaseny+?};kco§y._kzggny)+
o (4% sem y=+812k cos y 31 som y— I o D |+ s ,1081.
3249, y+xy+%ﬂy—%y=+...
3250, Y-+ g (Bey—y) b7 (Bety—Bzyh 2+ ..
xﬂ*l._ynl—i
R e
274
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(=1)»
2n+1

3259% r— y_.%(xs_ya]_;_%.(rs__y&)_ A (Izn+l,_..y2n+l.)+

Fijarse en que arclg :_::;. = arctg x—aretg y.
oo oo o oo
. zn yn anym
ws. (35 (245)=32 3 5
n=1{ nem] n=1m=1
0 )n n y'n =2 (x2+ y2)2ﬂ+l
. Q1 (e )R —at—
3254. D) - . 8255, D) (—1n S
n=2 =
[ -2 - 2 o0 L=<} yz
i ™ ik 4 | L Zmyn
826, D) = 3 (~rgmyr= 2 2 (" wrey
m=0 n=0 m={ n=0

857, 1At e )b D)= 1) (= D)+ g = 2 .

3239, (0, 0}, (—5/3, 0), (—4, 2), (—1, —2).

3260. (1/2, —1).

3261. (0, 0), (0, a), {(a, O}, (a/3, a/3).

3262, (0, 09, 93, 2b), (e, b), (2a, 0), (22, 20).

3263. (nf6, =/6).

3264. {bla, cla), 3265. (—2/8, —2/38).

3266. (2, 1, 7). 3267. (6, 4, 10).

3268. A v € son las méximos, B es sl minimo; en el entorno de D la super-
ficie ofrece 1a forma de ensilladura, o lo largo de EF la funcidn conserva su valor
constante.

3269, (—2, 0), (16/7, 0), cada uno de los puntos es estacionario para una
de lag ramas de la funcion.

3270. (1, 1), (—1, —1).

3271*. (0, 0). Para comprobar que el punto hallado es el de} miximo hasta
presentar la funcién en la forma z = 10 — (x — y)? — 222 — 7%

3272, (2, —2).

3278. (—1, 1).

3277. En el punto (6, 4) se halla el méximo.

. 3278. Enel punto (0, 0) no existe el extremo. En el punto (1, 1) so halla el
minimao.

3279. Los valeres méximos y minimos se hallan en la frontera del deminio;
el maximo ¢s z = 4 %r-s'c halla en los puntos {2, 0) y (—2, 0}; el minimo es z =
= —4 y so halla on Yos puntos (0, 2) ¥ (0, —2). El punto estacionario (0, 0} no
da extremo. ) )

3280, El valor midximo z = 17 se halla en el punto (4, 2); el valor minimo
2= 3 se halla en ¢l punto (1, 0); el punto estacionario (—4, 6) se encuentra
fuera del dominio dado.

3281. Ll valor miximo z = 4 se halla en el punto estacionario (2, 1) {de
este modo este punto resulta el punto del méximo), El valor minimo z = —B4
se halla en e] punto (4, 2), en la frontera.

3282, El valor minime do la funcién ¢s = = 0 y se halla en el punto (0, 0).
El valor miximo es z = 3/e y se halla ea log puntos (0, +1).

3 e . T on _—
3283, Inax =5 ¥ T en el punto (i g 'E') (mdximo),

Znn="0 en el punto {0, 0) (en la frontera).

3284. Todos los sumandos son iguales entre si.



i
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3285. Todos los factores son iguales entre si.

8 16 ; z ¥, .
B {1y g} WAyt
n n
P 2, vi _
9288, 2= L, y=ISt— 39 3, V'3, 0); (8, —V.0).

3290. El cubo. 3291. En el punto (1, 1) estd el minimo, z = 2.

3292, {a, a) 6 (—a, —a), z = a* (el maximo), (s, —a) & (—a, @), 3= —a®
el minimo). _ BEE _F -

3203, (—aV/ 5, —aV' %),z = —/ Za (el minimo), (41/'Z, a1/ 2),2 = /' Zla
{el méaximo}. - :

3294, Los puntos estacionarios son g=— -%- Arctg % y yz-;- Arctg % g

3295, (3, 3, 3}, u = 9 (el minimo).
8296, Cada una de dos de las variables es ignal a 2, la tercera es igual a 4
{el minimo igual a 4); cada una de dos de las variables es igual a 5 la tercera es

i T 5 142
jgual a 3 (s] méximo igual a ﬁ') x
L |
3297%. Analizar si la funcién S TA LT3 yiong ol minimo cuando

n i 5 F
522,

2y+z3+ ...+ 2 =4. En general, es valida la relacién =
sik=1y =0,

3299, u, =--—-i—bf——-——- para x fhe T ae -
* minT he L ratab betcatab’ ! betacab’

_ ab
= etactab *
1 . 21 63
8300, upgy=1, Y= —. 3301, (ﬁ 2, 2-ﬁ)
3302. (3, —1, 1). 3303, a) (=2, 0, 0); b} (2, 0, 0).
3304 El cubo. 3305. El cubo. 3306, 2
3V3 v
3307. Si R es ol radio de la base de la tienda de campaiia; H, la altura de

la parte conica; h, la altura de la clispide cénica, deben verificarse las siguientos
relaciones:

R

5 I
7 1 H='2_.

3308. Si I es ol lado del trapecio, #, la base y o, el dngulo de inclinacién
del lado, deben verificarse las signientes relaciones:

2V A4 n . o
5./“-'?’ ca=, donde A cs el érea dada de la seccidén. La superficie
lavada os b=2%3-V A~ 2,632 14

3309. El cubo.

i=d=
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3310, Cada uno de los lados de la base es ipual a 2a+i'f5. la altura es

dos veces menor: (or.-!—-;—)/a' 20) . 3311, &® (el cubo).

3312, El érea minima es igual a 3 1 Fab.

4 3 4 3
a3, (—, = —— =],
(v vs) (~v5 -v8)
5 1 -
3314, (--ug-, —?). 3315. (3, 5). 9316, 5,5 =2.
3317. Los lados del tridngulo son V285, 1/25 y 2 }fS.

3318, La altura es %. los lados de la base son 2“;/"2 ¥ Zb;/ N

el voliumen es Vr=% abH.

3319, Es el tetraedro.
3320. La normal a la elipse en el punto buscado debe ser perpendicular a la

linca que une los punteos dados.

3321, La normal debe ser trazada en ¢l punto cuyas coordenadas son

(2 57 =4V 557)

2. (8,5, 2): (-0 —-g-—-;-) 3323, 2 V5,

3824, s+ y =2, py=2.3328.7r —yta=0z4y—3a=0.

'3326. s+ 2y —1=0; 2z —y—2=0,

3327, x — y+ 2 =0; 34y — 2 = 0. 3828, (00)3329([]0)3330 (0,0,
3331. (a, 0). 3332. (0, a), ( —a), (a, 0), (— 0 N
3333. (2, 0}, (-2, 0). 3334. (0 S) (—3, 0}, (

0, 0) es el punto doble. 3336. (0, 0) es el ‘p‘unt—o aislade,

0, 0) es el punto temnnal

. kny k=10,1, 2, ... son los puntos de retroceso.

3339, (a, 0) es el puntc de retroceso, 3340. {0, 0).
3341. 2= ~f' (a), y = f{a} — af’ (a)i y = z aresen z + |/ T — 2.
3342, 16 + 27:' = 0, 3342. y* = daz. 3344, y= /20y = —z/2.
3345, y = —zY4 3346, y= 0 v 18y = =
3347. y = zey = x — 4/27. La primera ecuacién es el lugar geométrico

“de Yos puntos singulares; 1a segunda, la envolvente.

2 2 2
y3=0. 3349, 2"+ =d",

3348, :2-{« ¥2=0 y 22—

2
l/' 3V3
3350. 4 rectas z «4 y = -+R. 3351, 2by (22 4 ¥+ 22 = 0.

3352. Pardbola ]f—+ ]/"-__ Ve

3353. Clqlmd_e z=-—§-_« {t—sen t), =-}§?— (1—cos ).}

: .
3354. Elipse 12+-5’§-=R==. 4355. Hipérbola zyu_—.g-_
3357. Evoluta do la paribola ygz%(z—p}a.

3359, Hipérbolas :y:% ¥ ay= -—%—
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3361, @) 2re2l TR el

L dié '
b (4F)°+r G55 o rxgr
d) ("‘Z—:%)

3362, De la igualdad ::—:'EG(:)?EB doduco

d2 ; dr d 3
d—t:--aj—?_r-l—a%-= (-£—+a:3) r=f {t).r, atc.

3363. Derivandn.la igualdad #*= const (véase el ejercicio 3361) obtenemos
P g-;' = 0. La tangente a lalinea esférica (o sea, a lalinea situada on la esfera)

es perpendicular al radio de la esfera trazado al punto de contacto. También se
verifica el teorema inverso.
dr _dy , dr dir . dr
E=w ¥ @Vt v
dr  &r B oL dr
T IE g et o

3368,

3370. De la igualdad @ ”"*;.f""=a, donde # <t<ty,

se deduce quo eh lalinea cerrada (debidoa la igualdad = () = # (£)) habrd un
punto en ol cual la tangente sea perpendicnlar a cualguier direccién previamen-
te dada.

3371. La hoddgrafa de la velocidad v {a cos ¢, a sen ¢, 2bt} es una hélice, la
hodégrnfa de la aceleracion w {—asent, a cost, 2b} es una circunferencia.

3372. Lo multiplicacién escalar por @ y por » da: aj—:: =0, "3:: = (. De
donde ar = const, s ln ecuacion del plano, 72 = const, es la ccuacion de la esfe-
ra. La trayectoria buscada es una circunferencia cuyo plano es perpendicular al
vector .

3374. EliPse. La velocidad es maxima en el momento en que ol punto mate-
rial se halle al final del semicje menor, y €3 minima en ¢l momento en que el
punto se halle al final del semicje mayar. La aceleracion es mdxima (minima)
¢n ¢l momento en que la velocidad es minima (mdxima).

3375. Componentes de la velocidad 'Z—f: p%; psen m%. Indicacién.

dr  ldr  dr
Hallar los productos escalares =7 e Cer —r o
- 4 7 £ F t2
i g S g o, Bk
L L e e I K e i
aV'2 a V2 k
T L E k

S
|
|

; o KR
VI ayE TR M R ey
Ja "
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y—18a _ 3—T72a

3378, 2 —Ge= g =% x4+ 6x+ 36z = 2706a.
b3
r——+1 e o
3379, 21 R bt ;%/2; sty Vs =g+4
z—1_ y—3 z-—4
3380, 1T=TE=“3_; 12z —dy+3:—12=0,

3381. #:%:"—1’_&; 972428y + 4z 4+-2=0.

3382, E—%o0 ¥—t_ z—% ; x4y RS
[ lzo Yo+ 7o ' ot L’o+ )
q3es, =% _¥—o  f—% . z—ixy , ¥—1lo __3_50‘“0.

e s T = T T LA™ | EH
— ELS
3 1 3
s {5, 4. ).

o ok 4L i z—1_y—1_z—1 | g=1_y—1_s—1
3383, fz~8y—z4d3=10; T Yo e R

i} —32°
3386, VI (z—z)—Valy—yo)=0; Tr=tTe IR, To0
ViG—20—Val—y0) i R

=tk

Vb —@tH

g, B upE
3887, —z—ey—VEt2=0; Tfm L ET] %

wly V2
&
e e
z—e_'y e z—-'i/z
T T —Vasei
3380. ‘-";1=_L1=’";t; g —y+32—5=0;
i ¥ L0t s PR e O OOW. e 18V PET Y
3_3_-_1, y Iy 8_“11_'_..91 ‘J".+_.'
g=d y==1_ =1 z—1_ y—1_ &g—1
e e i S R S N R
T O o B el -
z=1; g ) v xfy—2=0
v V2
e WU med = 5
3304. Ty 7 ua s Vae—Vigte=4h
2 2
Y,V
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9 Vi . 2
- e T T —
i o e —~13z43y-+4 V224 V2=0.
3392. x_.!_i_—_y'._sﬁ =%; 2243y Bz=23T;
x4 y=13 =z | _ e
B -———.2—-'-——_—3, Bz+_2y—3£-—20.
z+1_ y—13 _ =z | —
.—3-—_ g =T, 3z —6y 4 28=—81.

3393. Para cualquier punto de Ia linea la ecuacién del plano esculador es
— 2y — 11 = 0, o sea, toda la linea perlenece a este plano,
339y-i. Tl plano osculador es ¢l mismo para todos les puntos de la linea, Su
ecuacién es

x ¥ % @y Qg 43
@ ag dgf{={b b b3
by by bg & €z 3
’ ch2t = :
3395, —— . 3396. R= V2 cosec 2.
08, k) WE—TV Py
3398. k ]/ T
' Wpt __{'P' er) X'

o
3390, ‘tg=-|?-|. ﬁtsm’ \?1-—|7;‘H v
3400, vy = X Py vi =P X v Py = % X V.
3401. Ekl vector buscado © (;I 08 que elxiam} es susceptible de ser presentado
en la forma
v = (07) 7, - (ov) v + (©p) b (1}
Do todos los datos expuestos en ol ejercicio (teniendo en cuenta Iag formulas de
Frénet) se deduce que
AX T =hvy @Xv=—kiy+Th; oXp=—Tv, (2)
Multiplicandoe estas iguaidades de manera escalar por vy, By, %1, respectivamen-
te, obtenemos oy, = T, ov; = 0, of; = k ¥, por consiguiente, @ = T'v; +
-+ kfy. La sustitucién en las férmulas (2) muestra gue cste vector satisface los
datos expuestos en el ejercicio. =
T

3402. 99 4+ In10 2 104,43, 3403, aln (1 + V= alntg 5
3404. /T (et — 1). 3405. 5. 3406. 4a. 3407. 1/ 2.

VotV =z a e A
308, aln— =T 3409. 2(1-rglnd).

e z-—z_y—-i_s—é
3410. Bx—By—s=4; e vy gl

344L, 2t y—z—1=0; i y_iznf'—__—i_ 3412, z4+a=0, z=0a, y=0.

3413, 17z 11y+ 52 =160;
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g T
Btk z—yp 2y T I"" 5'_211=Tz
3415. T+T+‘?=V3‘

o (=) = (1= 143) = (:-253).

3

3416. = 1Y+ 5:—18=0; *Ti='1; S==3
=1 y—1 z—1

3417, 3r—-2y-—.z+1 o ==

| !,r—i z—2
348, 2z y4113=25=10 e M e

3419, Sx4-4dptz—28=0; 1*2___9—3=z—6

3421, :—y+23=1/32 v g _I,2,=_]/
3422, zty+z =V at LB+ 2.

3424, Todos los planes pasan por el origen de coordenadas.

| F-I

3425. —y e B &
zaz + Yoy -+ 2pr=a%; o
zzp & a(@—azg) _ By—w) _z—3
2 =24s )i bzg ayg ~ —2ab’
9

3428, -2—¢3. 3430, 2r4-y—z=2, 3434, 4xr—2y—3z4+3.

3435, Es para]elo al pIano 20y en los puntos (0, 3, 3) ¥ (0, 3, —7); al plano
JO: on los pu.ntoa (3, 3, —2) ¥y (=5, 3, —2}; al plano 20z en los puntos 0, —2,
—2) y (0, 8, ~2).

3436, a) Gugbor — 3 (g + vg} ¥ + 2z + (ug + vo) (uf — dugyy + ) =0;

b) 3 (2} — wo) @ — Bag v + wo) + 251 45 = 0.

3437 2=(x’+ y“—{—z’;+p(¢’+ i) = 0.

#)® = 27a%zys.

5435, 5 (- 05 {10:.-;; L0, 52t — 0zgd 4 4.

i
3440. 1) ac+4j; P @ity 8 Rl
3441, 1) tg g ~ 0,342, @ = 18°52; 2) tg @ =~ 4,87, ¢ = 78° 24",
3442, El semieje negative y.
3443. 1) cosa = 0,99, = 8% 2) cosx = —0,199, o = 101° 30°.

1 B3y 37T By,

3644, 1) (——?, T')-' (—3—, _T) ; 2) Los punlos situandos en la
circunferencia :3+y2=%-.

: wAyi+ak _ »

3447, 1) (Bzdydse, 2zduony, SRRl 2) el

el radio vector.

donde » os
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3
- Vi
g Vi-x

3450. 1) 20 2)2—"‘_; 3) 2F' (¢ r; 4) a(br)4b(ar); 5) aXb.
351, 1) 0; 2). V"-; 3 —v5 4)5-5%. 3452, 1/53
- -l - : —1‘
8453. . 3455, 1) 5; 2}ﬁ. 3456, —22. 3459, —.
Al capitulo XII
3460. M:S 5 7(z 1) do. 3461. E= I 5 o (z, y) do.
D D
3462, Ts-%—u)!s S ¥2y (z, ¥)dol
D
3463. Q= (—1) | | e v (e a0,
"D
3464. M=S“5T{x, ¥, 2)dv, M.Ew&ij&(z, ¥, z)du.
0
3466. 8x (5— 1 D) <! <8n{54+V2).  3467. 36n < I < 100
3468, 2<JF <8, 34069, -—S{Jc%. 3470, O I =64,
SAT1. 4<1<<36. 3472 bd<I<8(5—2VE). 3478, dn-<l<2um
3474. 9414_}535, 3475, 2U<I<T2
3476. 28n YV 3<l<D2n V3. 8477, 1.  B3478. (e—1)%.
X 4 V2
8479. T, 3480 Inz. D481 m1+|/§
3482, m—2. 3483. 2. 3484 —— =,
116
&
5 2 2 i=x
2485, de f(e n)dy.  B486. de j flz, v)ay.
3 o1 0 1
2
{1 Vi-as 1-x
3487, de j flz, ¥)dy.  3488. S S flz, y)dy.
<0 i ' xt1
A yic=
Vi  4-af 2 2
3489, S j flz, y)dy. 3490 S dz fa ¥)dv.
-¥3 x2 -2
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3491,

3493,

3494.

8495,

3406.

3407,

3498.

3500.

3502.

& 3+ Viz-a8 1. ¥z "
fee | s@ow sz fa | 1@
o [ Ly pemmery [} =2

i 2x 3 6 —x
o

az { 16 v dy+§dz { 1@ na.

i i 2 2: b
5 43 T =43 T o5-2x
fa [ r@w ay+ { @z f fe i+ | o 5 f(z, ¥)dy.
2 1 Ik 2
3 3 3
i x 2 %
dz \ f(z, Yydy+4 | dz | (=, ¥)dy.
fas§ far
o % i %
@
2 2% T 2VEs
foo § tewatfa [ r@vaqt
L A T 2 2 ViEx
8 2§—4x
4 5 dr J Iz, ) dy
% -2 V3%
-2 Vi-at 2 Vigad
{ @ { 16 vat{ x| i nas
R o -2 _Vixe
a Vo-xs
+Id¢ j f(z, y)ay.
d Vi
x Vi-p2
idxjj(x, ¥ dy.  3499. i dy ’j g flx, ¥)da.
0 a? (U ¢ e
r Ve Vi
{a f /(s W)z 3501. Sz w " /(s, ) de.
0 . VATH -Vi -viEe
i’d'yii f(z, .v)dz‘i-i d&'j. iz ¥)da.
1 [ 2 %
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429

o 6 oy :
w03 f o | 16, y)crz+2[dy § 1@ e
o

L] 1]

i 2=y 1 32y
3504, 1) de S flay ¥)dz; 2) 3 dy ( f(z, p)du;
[ o vy
1 2=Yiy-y
yla | 16
0 3
2
u
yia
2 2y & ]
3505. 1) S dy ‘ e, vy det 5 dy S f(z, ¥)dz;
v 2 29-3
2
By
3 F Fl 14 VETER o
o fa | e o e | seowm
1 Yt 4 il
2
1 VTR 2 VISR
ofa | tenerfa | seoe
0 -¥T-B 1 2-VEg—2
3
2 E o 33 :d)
3606. 1) 5% 2) 9 8) 3 2 3307. 0. 3508. 5. 3509, 7.
3510. —2. 3511, ? 3512, E 3513, 4. 3514. 3. 3515, 12—.
3516, %ﬂ. 3517, 6. 3518, M:;ﬂiﬂ 8519, S 20, "T
3 1 5 1 1
8521, 2e—5. 3522, % (m z—-s_) . 36528, o35 3524, Tﬁ"‘?-
2 R
8525, 1) § do § 1o cosq, psen ) o aps
L] 0
L
2 acosd
5 dp \ f(pcos @, psenq)odp;
P o
o

bsenq:

n
i f{ocosq, pseng)pdp.
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a526.

3528.

3529.

3530.

3534.

3332.

3533.

3534..

3536.

3537,

arctg 2 Beosg

ae s f(pcos®, psen@)pdp.
a beosg
3
[
AT Bseng

5 dp j f(peos@, psen @) pdp+
1]

x
iy acos @

T S dyp f(pcosq, psen p)pdp.

Bmls’%
£ g
T menw
5"‘1’ j f{pcosp, pseng)pdp.
T
n
3 2
5 e 5 f(peos @, psenq)p dp.
0
Viuc(m- _’:.)
11
T oV
5 de f(peoaq, psen®)pdp.
b3 o
7
o aen 29

|-
=

f(pcosg, psen@)pdp.

dg | j(pcosq, psen¢)pdp.

‘--""ﬂdl:.i Sty ] S "Iﬁ
Sty

R gen
dyp_ 5 f(pcosg, psen p)p dp.
b R
T
R arc‘tBR
I
TSHPzJPdP 3535, -—2— ) f{tg ¢} dp.
[}

T (14 R%) In (14 ) — R,

n=2) o B A g R
ZEZE 353, aR%h. 3599, {n 3). 3940, 25
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m
3542, z==Jpcos®p, y=3psen; /=6 S d&p! f(2pwsq>_‘, 3psen@)pdp.

<

2

3543, z=pcosq, y=V 3psenq;
n Vicostoseng
I='V'§5dqp g flpeosg, V'3psenq)pdp.
° o
n
A
3544, z=apcosP, y=Dbpeenq; I =ab S dﬂ!j H{VEZp®) pdp.
[ :

3545.

4
=]
. B946. 7 3047, j dz 5 dip g f(pcosg, peen, z)pdp.
¥ n )
L

i
B 2 cos @ pa

548, j dg pdpj flpcosg, psen g, 5)ds.
0

I I
Z T R

3549, 5 sen B 48 S de S f{pcosq@sen®, psen qsen®, pcos8)p?dp.
© ] 0

n c—
T  RVESh VR -o?
3550. 5 ag pdp S f{pcosq, psenq, z)dz

__’;, o _y’Rz_pz

= VR 2
3551. S dg 5 pdp j f{pcosp, psenq, z)dz 6
L o B-V R

£
n T 2Rcos8
+S dy S asen 8 46 5 {{pcospsend, psenpsend, pecosb)p?dp.
v & [
3

3s52. . 8555, %rﬂ, 3558, -fs—nns. 3555, 2.
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% § b 55 T TR Tt SO WO L
2558, --‘n(R r5), 3557, — . 3538, n[ﬂ] 104+1In e ¥V 2—-8
3539, 186 2, 3560, __[ +_). 561, L., 3562, 12. 3563, L
o /g 3902 ‘T
3564, 1333. 3565, 22 15, 3566, 16. 3507. 45,
3568. 133 3569. 16?. 3570, ar? (——7-] 3571. 22n
1B vy o b 4R 3
8572, - RY. 8573, 12r . 3374, o . 8575, 27. 8576, o,
N R R , 20+t
3577, o= 3578, abe. 579, T, 3580, 2(e - )

3581, 3e—8. 35823*_. 4e—~e*—l.’ El cuar]}oigs simétrico Tespeclo al plano
3 = S .
y=x 3583, 2 (n— ). 384, oo, 55, . 386 T,

45 g

3587, 40n, 3588, 2m. 3589, 3333. 3500, %nas‘

4 2

45 e g2 [ = = i e

3591, du(h{ 3].3592 o 35, ( +1}

e 3 fn & n12 - a2i2h 1

34 5 (G —1). 395 T ssee, St s

4508, 2. 3509, mab. 3600. itf; 3601. %

A02*. %mz. Pasur a las coordenadas polares. 361)3. -»?; .
Ly 1 ’ 1

T |

3604, 22, 3605 Z . 3000, . 0T, e

afh?

3608*, 1) o 2) —--rt Valerse del tesaltado del ejercicio 3541.

7

604, 8, 3610, T ot L3612, 4 (4—31n 3y,

3613*. % La proyeccion del cuerpo al plano Ozy es un cirenlo,
3614, % Pasur el origen de coordenadas al punto (%- i % y D),
a615*. 153 Ty -Zi-.rr Pasar a las coordenagas cilindricas.

3016. = nRS. DT, T-. 3018, o= RS,

3619*, —i—nas. Pasar a las coordenadas esféricas. 3620, 3%0'

4 64 nZal

3621. S na’, 3622, —m’ 3623, —— mad, 3624, R

3625.

3 105
'*11_(_2_;..-1{31;;. 3626. 14. 3627, 36. 3628, B,
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3620, 2 15 np. 3630%. 2nR2. Proyectar la superficie sobre el plano - Oyz.
] ]
3631, 8V Tab. 3632, 4 (V/5—1). 363, Z Ry —1).
3634 23 (V/5—1). 3635, 4na (o— V F—T).
3636. 2R2 (n—2). 3637. 2R (n4+4—4 V).
i 2 - - - Dal
3638. -’% {3 Vie Va—lgi In2+ V3 ln-(]/ﬂ-}-]/z)} . 3639, 2

gen 2o °
g5, In 4 = .
3640%. %.{1/3-— V'3) ~ 8.42-108km2. Pasar a las coordenadas esféricas.
3641, - P, 3042, SR%, B643. . 96ah, 2 RO 3645, AR,
4 : . ah®
3646. Tas. 3647. El momento estitico cs igual a -

3648. Bl cenlro de gravedad se halla en el eje menor, a la distancia igual
4h ;
a e del eje mayor {5 ¢s el eje menor).
: n ; _iy= 7
3649, E“(‘_T) VI, =5 (?*1) 2+VD).
3650. El contro de gravedud se balla en la bisectriz del dngulo o, a Ja

SEna
2

distancin igual a — R del centro del circulo.

3

3651, El cenlro de gravednd o halla en la bisectriz del dngule a, a la
o

3%

se 0

distancia igual a — R ———=— del centro del circulo.
37 a—sena

9652, £ =% | q=0. 3653, —-aR. 8634, -;-a‘. 3655, ’l-;f(az+b2).

16 Z
wn  0b (a4 b2) T - InRt 262 | a®
3656 (ORI 657 o (a2 9202). 3658, <. 3650, ah ("T'+30)'

3660*. Selecejonar el sistema de coordenadas de tal mede que ¢l origen de
coordenadas coincida con el centro de gravedad de la figura y que uno de los
¢jes de coordenadas sca paralelo al eje respecto al cual s¢ busca cl momento de
inercia.

2 2 : :
gois. S0 e o g gpgy BICHE gops, SOAR
2 2 2
e o A 2% . 8 e o B e 8
666, E-‘-E'.‘-' n=gzs =7 3667, E--?a, rl—?b, =53¢
e i 76 12 . 8 18 T—
3668, ==, N=—5. =7 3608, E=—=, ﬂﬂﬁvﬁa b=

IE =
8670. £=0, =0, ;=;_g(61/3+5).

3671, £=0, =0, ;=-3§l(i+mm).

L8—0176
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3072, E=0, N=0, {= . 3678, E= -, =, {=-p,

o
5549V 3
130 *
8675, -5 M (B+c%), M (02), o+ M (@+02) ¥ o M (@400 + 3.
3676. ~- MR, 3671, M (24 e, M (@4 ad), £ M (@),

g

n g M 3 2 R—rS

3678. M (T+—3-) y o (HR+3R?). 3679, = M e
1 1 1

3080 e REH (SR HY). 3681, o M (R4 B2) . 3682, i%ﬁmz.

3674, E=0, 1=0, L=

=&

3683. = (R2--72). 30684. %az. 3685, 2ar (R—r).

2
2
3086. 4 yabe. 3687, 2y (R2—r2). 3688, ZEIL (anay oa).

- m?j'anés Lgﬁ o
3689%. T

coordenadus, por su vértice, lu ecuacién del cono es z2-4y2—z21gla =0,
r 2 fad 97 )
3690. o myRS, 3091 " (i&ﬂ—T)_

. 5i ol ¢je Oz 2o toma por el del cono y el origen do

3692+, E=0, n=0, g=-§-ﬁ'. Pasar a las coordenadas cilindricas.

3693*. :—;‘-}nﬂﬁ. Véusge 1a indicacién al ejercicio anterior.

3694*, Secloccionar el sist do coordenadas de tal modo que el origen de
coordenadas coincida con el centro de gravedad del cuerpo y uno de los ejes de
coordenadas sea paralelo al eje respecto al cual se busca el momento de inercia.

3695. J%-, donde M es la masa de la esfera, y % vs la constante gravi-

tacional. .
3696*. Valerse del resultado del ejercicio anterior.

3607. %’}f—ﬂ: , k es la constante gravitaciomal.
3699. El centro de presién se halla en el cje de simetria del rectangulo
perpendicular al lado a, a la distancia igual a 3 b del lado situado en la

superficie. En el scgundo caso (el lado ¢ situndo a la profundidad igual a &),
la distancia que medie entre, el centro de presién y el lado superior sdré igual

3
2b b-i-?-l i h 5 6 ki
L i Tl donda I=m . {Para [ b el centro de presibén casi coincide
con el del rectingulo.)

3700, a) -g-sén.a; b) %kscn .

3704, El centro de -prssiﬂn sc hulla en el cje mayor de'la elipse, a la

5 p o7 a- ; 3

distancid igual a .\sr—I-?E;--_-,_--TJ de su extremo superior.
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. 3702*. Seleccionar el gistema de coordenadas do tal modo que uno de los
glam)s de coordenadas coincida con el'de la placa y uno de log. eiies, con la linea
de interseccion.de la su&arﬁcie del liqiiido con el plano de la placa.

3703, Diverge. 3704. 2. ;

& 1
8705, 505 3706, 4. 8707, 2. S708, .

3709*%.

. Pasar a lds coordenadas polares.
28en o

370", % Cambiar el orden de integracitn.

3711, ‘116“ Véase Ja indicacién al ojercicio anterior. .

3712, Converge. 3713. Diverge. 3714, Converge,
3745. Diverge. 3716. No.

B8 I v of [
U7, . 3718, - 3719*, n¥'m; valerse de la integral

de Poisson je“”’dz:...‘../ﬁi._

9
3720, Diverge.  3721. Converge. 3722, Diverge.

3723 % 2R3 (ln R—%) . #72%* x. (Vésse la indicacién al sjerci-

cio 3719.) 3725, . 8726 ' 3727, 2mkmy (R+ H— V T 19,

La fuerza estd dirigida a lo largo del eje del ciiindre, k es la constante gra-
vitacional.

kL

2kmyH

3728, {l—H), donde ! es la generatriz del cono. La focrza estd
dirigida a lo largo del cje del cono.
4 4 kMm
3729. a) a=4yc—3vg. t-:-ﬁ-{'ygﬁvu]: by —g—ﬂkﬁ‘?e.—_ 7

3730, Estd definida por todas purtes excepto z=40.  3731. 3a.
b Sa® -} 3b% 3 b

373, gar { @Fa2 + a5 o8 =}

1-3.5 ... (2n—3) =«

Mk 356, @n—2) Zaznt "1
{n=—1)! (a2 b%) ’
3735. el 3736e, = i Derivar respecto a & y b y sumar

los resultados.
W37, Io(14a). 338 —ln(i+a).

3739. -;-]n (a+ VIFaZ). 3740, 7 (V I—a2—1).
3741 %’-In(l-i—a)‘ siaz=0; -% In{1—a), si a <0.

3742, n In-ir——- Lol

3743, narcsene. 3744 marcsena.  3745. } ma.
28*
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3746%, ¥V (Y b—Va). Derivar respecto a a o respecto a b.

b ¢ d{b—¢) .
3 & — — — - -
Y7474, arctg —— arctg— =aretg —a§+_bc" Derivar respecto a & o ¢.

1 a2 b2 : a-+b
9748, o ST a7a0% aln 23

3750, = In (1), si a>0; —% In{d—aj, si a<<0;

. Derivar respecto a a o &

LS
=
S T o dr=-ln2 3754*. In xial Efectuar la integracion respocto
tgz 2 g i+ '
0
al purdmetro n deste o hasta B.
[--3 o
3752, VA(—a). 3753, | SXE% .,—_5 gensds 5
Vz Vx 2
0 0
i a 1 h
3705 -2_1""5" 37506 Tlu—-
3757+, I=lim [ j R oL d.z:|=
=0 L x
o 3 o Ilf
= lim 5 ELLC AT . 5 &d’x]=lim B 1& 4.
g=0 T z £ T

Evaluamos la iltima integral sustituyendo f {z) por sus valores maximo y mini-
mo en ol intervalo (ae, be), y pasamos al limite.

ass. -l amo. ml. a0, - n|EEE|. a7t e,
a a 2 a—b a

3762*. %ln 3, Presentando sen® z on furma de la diferencian de los senos de

Tas arcos miltiples, reducimos el problema de este cjercicio al del ojercicio ante-
rlor (seleccionando convenientemcate e y b)

3763*. Para domostrar las relaciones se puede valerse de dos métodos, a
suber: 1) efectuando la integracién por partes; 2) cambiando el orden de inte-
s};r'xau::h'mI on la integral doble que se obtiene después de sustituir @ {az) por la
integral,

3764*. Véase la indicacidn al ejereicio 3763.

3765*. Valerse del segunda método de ln resolicion del Ne3763. Para de-
mostrar la segunda relacion cs necessrio anulizar la integral

&

j sen ix cos (z sen 0) ax
. &£ i

[

pura |a|>1 y la}<<1. Pura ello transformar lu expresion del numerador,

senox

v tener en cuenta gque =

oo, ks
a‘mm-é— (integral de Dirichloet).

Sty
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3767*. En el primer miembro do la igualdad sometida a prueba, poner las
expresiones para y' ¢ y” gue se obtienen derivando la integral y respocto al pa-
rdmetro. Efectnar la integracién ]imr partes de uno de los sumandos obtenidos,

3768%. Véasu la indicacion al ejercicio 3787,

3769*. Véase In indicacidn al”ejercicio 3767,

Al capitulo XITII

3770. V5In2.  377L. 24 3772 i;?gs V5—1).  3778. 2ma%nwl.

ab (a4 ab 4 b2) =
3774. 3aTh 3775. 4ma V.
L
3776. S Flpcosg, psenq) Vpbapt de.
Dy

2
3777%, % . Pasar a las coordenadas polares.

3

D48 o 3
3778. ._*".-—}Q 3779, -1%|(32+4;* —8].  3780. E‘lﬁgﬁ_
3
/g 7 - =
arst. V2 g, Z L/a (4227 —1). 3783, B2 V3.

iyl 3
3784. %{(:‘g-}- D% — (214D %). 3785, Se

3786. —,b;-—a‘—%arcsml g, donde g ¢s la excentricidad de la elipss.

3, st -
3787. (2m=+§-’i._;’_2) VaEFR. 3788, (1—et) VA

n 3
3789. (0, 3,:— "T“) 3790, Ei.%/.?. [(3r2—1) {22+ 1) = +1].

2 . R —
-3;}—) 1/431:3111—}- A, I,=ua2 V inta 4 Re.
3702, 3aR2. 3793 -’i_?; . 3w -33-1- 3795, K2,

al
3191 L=y = (-4

a-t+e
a—c

2
3796, ka (a-j—-;T In
98

N
3801, Mu 3803, 2“;:}0 , donde o v b son los semicjes de la

2 s
olipse. 3804, 222 ages, ZWMEL_ py gn v/
(R 1) %

p " ab jili]
3806, 3. 3807. =5 - 3808, —=TE 3809, 37 —. 3810, 4m.

) ydonde e= V¥ a2—b2. Parn e=0b §=2ka?

2I'm

Fi97. 3798, BR2. 3799, 4R2, 380D, —

e.\..|..n
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WL D 55 D Y4 D —gp

3812. En los cuatro casos 1a integral es igual a 1.
X

3813. 0.  3814. —2mab. 3815, —-%. a. 8816, nal.
3 - = af3
87, AR VR 3818 13. 3819, 0. . 3§20. 3Y3  ssa T,

3822, 5 S (224 y*) dz dy. 3823, SS (y—z) eV dx dy.
D D

4 3
se2e. 2R ames ) 0 2) — B, sem. %,
3836%. Aplicar la férmula de Green al dominio doblemente conexo limitado
EDI el contorno L y v cualquier circunferencia cuyo centro se halle en el origen
@ coordonadas y que no se corte con eé contorno L. 5
1 1

3837. n. 3838. 8. 3839. 4. 3840. ln? . 3841, R, — R,;. 3842. =5

3843, 0. 3844 —%. 3845, u= ‘3“13"‘3 4.

3B, wi= (222t C, 3847, u=Injzy]— :iy +c.

3848, u=ﬁ;ﬁ-—'—i+().

v _ = P
3849, u=Infz—y |+ e ++5 3 Ar
3850, u=z22cosy4yfcosx-C.

o e¥—1 Y s . z—y
3851, u= TTa2 g€, 3852, u= e

3853, n=1, u=_;_1n(zﬂ+y2}-+arctg Ly

—+C.

s it =
3854, a=b=—1, U= +C.

3855, u==In|zty-z|+C. 3856 u=V ELyEFE4C.

3857, arctgavs+C. 3898 u=—m T C.

3859, u= “:3"’ +-i;-;+-c. 3860, uﬁe‘l(r'—_l-i}-ke”‘—-e".

3861, mab. 3862 -g’-mz.' 3863, Gra®.

3864*. —g- a?. Poner §=lz al pasar al pardmotro.

:-rass% 806, oy 3967%. 2a Poner y=z g

3868+, '516' Poner y = xt2, _ 3869. FR.
- 3870: 1) %: .2).%; 3 + yi 8. a ‘-’?;w by 0. 3872, 0.
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3L peck .
38i3. -"_@—*é‘-"—"'fi In 2 donde % es el :coeficiente de proporcionalidad.
3874. 0,5 kIn2, dondek es cl. coeficionte de proporcionalidad.

=7 3
3876, 4 VBL. 387, ﬁ agrg,

- 3#79. O i i

_-:_;n a
3880. mRP.  388A. 5 3882. 2n a:ctg-ﬁ- :
3. oy [ e e ] i
2J:R In :+ para n=2.

3884, a[RV RE41+1n (R+ VRB-H)]

3885*, 2R3, Valorse de las coordenadas esféricas. . i i

] 4 2nR? "
3836. —3—-J'IR . 3887. 3. 3888, -263- . 3389 -E-ﬂnbc 3890, 0.

1 yo [ 2R | aH x
3891, . 3802 R H(T+-§—) L3898 g
3894. 2 5 ‘ (x— v} dz dy - (y—2) dy dz—+ (2 —z) dz dz.

.
: RS .
as95. —ZL . 3806, 2 j S 5 (e+y+1) dz dy ds.
Q

PO zdeyda T
> —_— s . 0. 3899, — nhS.
3897 j -( j oy G dyds 3898.0 899, —

Al capitulo XIII
3901, 14yt =C (1-=2?), 3902. 224 y2=In Ca?

3903 y=7 CF8:—3:%. 3904 y=Csenz—a. 3905, Cz=-

3906. z YV I—+y Y 1—22=C. 3007. Y 1—p =arcsenz+C.
3908, et=C(1—e=5).  3909. 10%410¥=C.

) . 1 b1in
3010. 1n|tg |_. C-—2aen—2—. 3011, ‘“"5‘-'(‘:“{' . )
2 — '
912, 1P in YEOQ—0) b2V
2 Veghey Vi—x)—z ) ks
x ’
e . "
3913, y—.-=cg 2, 3914, y—~ 'H—.:r i 3915. -:osx:;_]/zc_osy.
; b+.r 5 )
3916, ey v 3917. Hipérbola zy=6.

3918. Trsetriz y=V4m13+21:1|i:!-:i|. . I
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X—a

3919, Pardbolas y2=Cz. 3920, yh=Cz. 3921, y=e °
3922. (z—C)e-Fy2=a?. 3923. y=—l—-1n |C(2a2=1)|. 3824 z=ym.

3925, ~2,1 2. 3021, 0,467—"_; 852 m.
5 VT hora
Vi YE 8= |_ k1 gy 4 g
3928, H-[]/'k-— - qT] . 3020, ml L~ ‘m 0 21+ o).

$930". 5i ¢ es el ticmpo calculado a partir de la medianoche y expresado
en horas, la ccuacién diferencial ofrece la siguiente forma

43 =kcos % (=ia) dt; de donde S= 160,000

SVS iz [ o w@—12)
¥ 9 —sen — ]
La funcidn S {t) estd definida para 6=<<i¢<C18.

3931, rd-oig “2"’ =C. 3932 4y—Bz—T=Ce2x,

3033, :+C=2u+-§71n|u—1|—% In (u-+2), donde u=V TFzFu-
393%, y—20=Cz* (y+2). 3935, arctg—~=InC VTP

3936, ln|y|+%=0. 3037, @41 =Cy. 3938, y=rtz V2In[Cx|.
u Y

3930, #2=C24-2Cy. 8940, e® =Cy. 394t In|Cz|=—e *.
x
3042, y—2e1+CT, 3063, (zty)2=Czd .

P et -Eau'ctg-IL
3944 Cz=0p (-i’-) 3045, VATR=e* %,
3946, yI=y2—z2, 3947, y= —=z. 3948, y2=5-+42 ]/3:.-

i [ x du 1 &
3949, Si T:-=n. o ln|x|==j -—-1—; tp(u).—_--——uz— 6 @ (?)=
=l5)
- z2)/ L
e 3950, z=Ce Vx-- 3951, z=yln|Cy|. 3952. z2=2Cy+4C2.

3953*. Presenta la forma del paraboloide de revolucidn, Sea el plano Oxy
el plano meridiane de la superficie del espéjo.-La linea buscada pertencce a
este plano. La ecuacién diferencial se obticne si igualamos los tangentes de los
angulos-de incidencia y de reflexién expresados mediante =z, y, ¥’

- 5

3954, y=Ce254-27—1. 3955, y=e-*‘(c+”T .
4

3956. y=CzxZe™ a2, 8957. ye=(z+C) (1-+2?).

3958, y=Ce‘i+%(cosz+saﬂz).

3959. Si m o=—a, e tiene y= Ce‘-ﬂx-f--—”é%; 8l m= —a, s tiens y="
={(C+z) emx, o
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8960. P—2r=Ci® 0L z=Cldbp Vb

3962. z=y lny+%. 3963, y=ex (ln_l.z |+<_1:2’)+Ce='.

2066, 1 (e=Dl%) . 4 -
I.%'Jhé_. y=_C¢ =4 @ {z)—1. 3965. y-—fm;,

ex-4-ah —e i
3066, y= e, 3967, y= I‘f‘ﬂ (z—1+In]z| )
3968. x= —tarctgt. 3869. b) a4-P=1. 37, y=Cz—zln|z|—2.
- :
8972%. y=Cz . La ecuscion diferencial del ejercicio s
Vay =22y’ | = a2,

2 A
3073*. 2=Cy+ .‘L— La ecuacion diferencial del ojercicio es

' dz
!zywy"‘d—ylsw-

ht
p ,ﬁ( _mym Tw
07, p=It (1T T )
k. 2km
3075, v={(vg-+b) e~ b (a2 —1), donde a=—pie; b=
o ¢ T 7

£
3976, H—Bp=eht 5 Pt et 3977, 9,03 a.
(1]

Rt
Ey R
) 3978, !:_—W_ [@Le -+ R sen @i — wL cos wi].
arctg L

3079, z=Ce <.  3980. y=.-Cx'3+%'

. 22
3981. y=-§- Vari+ 252l s y=co—t.

3983, (t-+a?) (14+y2=Ca2 3984, (z+y)? RztyP=C.

x2

3985, w=Ce 0. 3986, sent=Ca.

3987, sen L4 In|z|=C.  3988. y=Cot o prat,

3080, y(y—2+P=0C (y—=)2 8990, ye==Ce®"¥ 2 ({-{-sen y).
1

8991 z=yP(1-+Ce?). 3992, ye=Cem DT 4 sonz—1.
- 3993, y=(C+e*)(14+z)™ 3994, yi=bxy-+C.

zt
3095. y=C.e* e yFC-{-—ﬁ—.

2 C
A0UG%, yle—-2
J996*%, y 7 sen z- oy B

Reducir a la ecuacién lineal respecto
a s = y“.
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3997. arctg(z-by)=z4C.  3999. arctg%-{-ln(xz-j-yz]:%.{.lnz

4£000. y:-;- )/1—"-;&- 2= }ftH:2+ arcsen x).

4001, (t+y} eV=1n H""

. _ 5 a2 1 3
Hl—a  A002. Y= & 2429).

4004, y=gr 1J‘ﬂ°+e-l“+m] 5005. 22+ y2=Cx.

4006. (y — 1) {z 4 2y} = 1. 4007. Pardholas y = z + Cz®
4008, (242 — 2% = Cb.; 4009. Catenaria. 4010, y = C2°
4011, Haz de rectad y — yp = C {z — a5). La ecuacién diferencial os
g (x — ).
2-’4{312 er::unfcrencm cuye centro se halla en ol punto (zy, yg): 22+ ¥ =
= IT
?l [‘}uafquler circunferencia cuyo centro se halle en cl eje Oy y que toque
2l ele O.z

4014 Si el irayecto es 5 y el tiempo ¢, se tione S=8g+Ce~M¥—

- }-.,- 1t zk 12, donde Sy ¢s el trayecto inieial, ¥ #*; y k» son coeficientes
de prapurrsona hdnﬂ
4016. 1) ) 8 vueltes por sogundo; 2 al cabo de 6 min 18 5. 4017. 0,00082 5.

8. m
i)

. Para resolver el problema de este sjercicio

i oMy
A018%. peup [1—%:) % ""’”(1—- %

La fuorza electiva F es igual a

d (m.v)
at

y los dos signientos es necesario tener en cuenta que la masa m es una magnitud
variable que depende del tierapo ¢, La velocidad v es la funcién bhuscada.

2
al ejercicio 4018.

i
4019, umﬁmnumn[(i—-%c] ™ —1], Véaso la indicacién

i
Eind/3 T g Randi2

; k
4020%, ;;:% ¢ dt, donde p=Mo—mt, k1=%x

]

i .r
x Y éi Véass la indig:n'cidn al ejercicio 4048.

A02*. y = mgt e (kae™ ’“f-.k,r*#) donde ¢ es el tiempo, y es la
cantidad del segunde producf.o 5i # es la cantidad del primer producto for-
mado 2l ¢abo de ¢ unidades del tlompc, s tiene Hk[ (mp—z). De donde

hallamos x=g ({}. La vclocidad _de la iormacldn del segundn producto
es proporcional a la magnitud z— y

4022. 2,97 kg de lasal. Bl méximo se ohmno parat = 33 3 min ¥ es igual
a 3,68 ke
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W02 Tt (g t) e~ 034w, pe B donde pe
S = =1} e~ . p=eirtetierlin | donde = 5pelS -

§ ety

b i
Tiene importancia prictica el caso en que @ es muy grande (el caso de una cen-
trifuga). En vez de caleular la integral en el denominador siendo dada @ (no
puede ser expresada en funciones clementales) calculan lim p (véase el ejor-

h ' W0
cicio 2430). La ecuacién diferencial del pmble!‘na presenta la forma
S dp = o zdm,

donde dm cs la masa del elomento CP. Luego, ¥ = 2kp (una de las formas de la
ley de Boyle—Mariotte; el cooficiente de proporcionalidad viene designado por
2k _para gimplificar la notacién mds abajo); dm = 95 dr = 2&pS dz. Como re-
sultado obtenemos la ecuacién con var a];'Ies separables '

-d—P=2.Trr_nz.z dz. Efectuando su integraqiél], obienemos p:=€e*‘“"’°=. Luego, M =

M i
=5 dm=jc-2kr-S "9**% 22 de donde se halla C. Tenemos:
0 0

Mhuds? M M

p= » paro 'yg = 2kpy= 5" k=m

1
2kS S P
(1]

¥, definitivamente,

Rwix?
pe—Bl
S’ekmgxﬂdx
1]
W02, (x+y—1P=C(z—y+3). 4026. 22—ay4- 24 az—y=C.
| utz,
4027. y—2y+In|zty|=C. 4028 al'm';"'“sﬂ'(xr-kz).
2

C
z-41

1

5020, y2=z 4 (x-+1) In’ . 4030, g% * =C.

i i B z
4031, y=—7tg1n |Col. 4032 2%P+1=Cy. 40 Cromtm g,
4034. (1 4 Cx) eV = 1. 4035. y* + 22%° + 24° = C.
4086, 2t =C(y — 1214037, y== tg (= 4 C).
A o2 s, 1 A 1
4038, yz—Ce 4+ +§—. 4039. y_(i-}'-_mi[C-l-lni'i-l-x i

=g

4040, nyt=Ce ° +nz—a. 4041, 22=y2{C—y?).
4042, y (14 1nx3-Cx)=1. 4043, y (z+C)=secx.

2 1
4054, yr.—.(ws—‘! +tj';—x)". 4045, y= 2= 1n2| Cz .

- 2a

= _b ; P (x)
4046, y3-.=Cs _.!;' 4047, ysq-z—_‘._e—a.
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Sl L 2

o—Fk
cat __ —-~—1 4049,
4048, 1) -|- 52 =+ S

4050, zb--a2y2 4 yi=C. 4051, ;+arctg— =C,

4052. zeV—y=C. 4033, ¥=C. 4054, VEF 2 +L=C.
4055, tg (zy) —cos £ — 08 y:C
4036. V’(,-z+gz)s+ r— 1 e

1
Y cas —_—.
4057, sen = cosy +=z "

1
] s
==, fact t nte es ———
4058, =z = El factor integra Bz =

'5059*, ..-:3-|--ii=c. Buscar el factor integrante cn forma de la funcidn

® ()
4060. (z2+412) ex=C. 4061, —+

]nz_c.

= (- 1}\ B{x)dx
4062, (zseny+ycosy—seny)ex=C. 4064, p=y"e S &

4065, La uxpmsiéni-;:—‘;(-;-r-y— debe ser la funcién de (24 ).
4066, La oxpresmn—ﬁ debe ser 1l funcion de zy.

{m— )b ; 1
—m
5067, abz+-b%y -+ a-be=Ceb%, 4068, y=[Ce & %]

4069, x'-‘—|—2xy — gtz b8y =C. "
aom. +1n]x+y1+3ln|y_z|-—

5071. .r—|-y=atg'(.£‘-|—:). 5072, B ~—3ry=C.
4073 2t —pr=Cyd. 40TA. 8z%y+ Yt =C.

- = : 14y
4075, y (xz+§. ys) = Ce=, 4076, In| {4y j——L=c.

4077, y2—1-+Czy=0. 4078, ;fy +In

..’..'=c.
) ¥l
4079. 3 Vy=Cy 78 —1-2°—1. 4080, y=senz+C cosz.

2ex ; sely
4081, ¥ T e* (oosaFoona) * 4082, tgz— s C.

¥
Een
4083, ze “=C. 4084, zy cos‘% =C. 5085. sen y=z—1--Ce=.

_.'!:iH-!l"3 x
B2 bes Lun IniGrlm—r  © . 4088 syl

4066, y= C-j8enz
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4089, y=z1n|GCz|. 4090. y*—by=—azy="C.

o 1
4091, La circunforencia x*+ y*— k‘:t 1-(¢',r+by)=€ {k==—1) o la cirenn-
ferencia z*-y*— k2—k-l (az+by)=C (k + 1); sik=—1 & k=1, ¢ la rtocta
az-+by=C. .
4092, Las espirales lagaritmichs
i Py o ,E E3 -
Vx_”-{—.-—y’:lfei”cmx' i
F e Sy : - :
4098%. ¥t =g, La ecuacién diferencial del cjercicio o3 y®=x (x—yy’).
1
4094, 1= 5 -

4095. El vector del eampo en cada punto es perpendicular al radio polar
del punto. Las curvas integrales os una familia de circunicrencias concéntricas
cuyo centro se hallu en ol origen de coordenadas. La couacién de la familia es
22 - g2 = €. Las isdclinas son una familia de rectas qie pasan por el origen do
coordenadas.

1096 1) v =1 v ) v =F (L)i B v =f ).

4097. Las teclas y = Cx. Bl resultado puede ser presentndo en forma del .
teorema goométrico siguicnte: si eruzamos una familia de pard bolas que ticuen
un eje comdn y un vériice comiin, por una recta que pase por el vértice, las tan-
gentes a diferentes puridbolas en los puntus de su interseecion con la recta, son
paralelas entre si.

4094, y'=.-ay—r+-é+ C; y =aytbr4-C.

£103. Para Az = 0,03 vy = 0,31, 4104. Para Az == 0,05 y = 1,68.

4105. Ta soluciin vxarla es y = e? = f(x}; f(0, 9) = 1,2244. La solu-
¢ién aproximada es § (0, 9) = 1,1942. El error relativo cs igual u ~2,5%.

4106, Para la solucion exacla x = }f"' 3 (e — 1) = 1,727; dividiendv ol
intervalo en 4 partes y efecluando la integracion numérica obtenemos z = 1,72,
3 4 13 1 1 1
= gy b gl B0 g g b it i
M7, gp=1tatgttgadtgatg gy 2o
4108, —4,28. 4109, y::{-i—r-—t—x“-]—?.zs—}-% P

as  al , ab
4110, y:i—x+T—T+.3.4- s

_.i == 1 -"i"__.._..-_2 1) S
Al ymg B—org d— g T
2. y=1+2x—a""‘+,iiz3—~:-:—x“'—}—...

- z2 | 227 11z
413, y=0. d1h, y=z+ It

£115. T T R
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: —1)2 [ 2(z—1)F —1)4 — )5
10, gt G ES R -E:(xm 17 4(:1 1) 80(:«51 B
17, y = Cz + €% la integral singuler es 22 -+ 4y = 0.
18, y= Cz |_ 3C% la mtagral smgular es 9y + 221z = 0.

4119, y=€x+——. la mtegral slngular es yi=/z.

M20. z=Cz+ V' 1+CZ% ; la integral singular os x24-y2=1.

2. y=Cx4-senl; la. solucién smgular 85 y = x(m — arccosz) -4
+VIi—2.

422, z=Cz—1InC; la solucién si;lgular es p=Inz+1.

423, y=(y'z1 1+c) la solueién singular 6§ y—0.

4124, y—C:3+— i la integral singular es y2—4z2=0.

<4125, 20z = C* — ¥#; la integral singular no existe.
4126, z=CeP 2 (1 — p), y="r (14 p) 4- p% la integral smgulur
no- existe,

4127. y = €z — &% la solucibn singuldr es y = = (In 2 — 1).
4128, y = Cz + C 4+ €% lo solucion singular es y = — -1~ (z+ 1)%

429, y=Catay 1—-(.‘ : la integral singular cs ]/ys-—]/xasl/'as
4130, C —7)y= % 1a wludién smg*nfur e y=

5131 g _ ée" e ), H32 T =1

4133, 2y — 2*= 0

4135. La Pnperho]a eqmlatera 2uy = -+a?, donide 2% es el aﬁrsa del tridngulo;
Ia soluclun trivial os cualguicr recta de la familia y = + g- z 4+ aC.
4136, (y — z — ?.m)g Su 4£137. E]]pseq ] bnperbo]as
1

zpe : T
088, 52 AtpY pz‘j"'-“’} % R - 1 N
e ® VeV 2
""CV_
ViRt fp3+2is
z?
2I¢+1

y==cosc '(Cﬁ-%ﬁeﬂz'&) ;

M39. P2=Cz "7-1-

41407, i Sz
z==sen ¢ (4_6’—-? senaa_r.s) .
En la ecuacidon diferencial obtenida poner %a.tgﬂ, 1uago' expresar

mediante ¥ ¥ el pardmotro e, hallar-dz, austil:uir dz por

tgot , ¥ resolver

la ecuacién deferencial nsi obtenida, considerando ¥ como funcién de a.
4141. § = at*, donde-q es cierta, constante éeimldn
4142, 28 4 4 = 20 = In | Cz|. 4143, y = Ce "
ldh g = C (22 + ). A4S, (2 g = € (-t 22%).
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4146. Si el pardmetro de las pardbolas es igual a 2p v la recta os considerada
como el eje de ordenadas, Ing ccuaciones de las trayectorias son: L

2o 2d
9“34-.? I;‘ =

4147, Tractrices. R
4148, Marcando el 4ngnlo ¢« enuna do las dos posibles direcciones obtenemos
la ecuncién de la familia j
V3

2y — g (F+y)=C.

4149. Marcando el dngulo o en una de Jas dos posibles direcciones obtene-
mos la ecuacion de la fomilin
In (22 2y 4+ §2) + — A o

— urd
V7 u”gﬂ/'r

4150™ . Se puede admitir, por ejemplo, que el viento pasa a lo largo del eje

Or. Las lineas d¢ 1a propagacion del sonido por el plano Ozy son trayectorias

ortogonales de la familia de circunférencias (z — at)® - y* = (ust)2, donde t

es el tiempo trauscurrido después de salir Ja onda sonera de la fuente, y vy es la
velocidad del sonido on el aire inmdvil, 7

Para cualquier ¢ fijada la ecuacion diferencial de las trayactorias buscadas

es yf = r

z-—at 1

Exeluyendo £ obtenemos cierta ecuacion de Lagrange. Su soluci6n general es

2=C {00s -+-b) (tg%)b ,

junto con la ecuacién de la familia de circunferencias.

L ICE

v

donde b=i% . ¢ es ¢l pardmetro,

D). r=Cseni{R(cosi-ttsent), y=—C co3t+R (sent—1Lcost).

c a!
52, 1= 57 4a(t—thi), y==C t&u-j——cﬁ_

2
158, z==a (c082-2 sen &) —cos? (%-H,]

y=af(sen{--1cost)—sen ¢ (f-;—f--i— C.)

4154, z=Csoni-2tgt, y=tg¥i—Ccost—2.
4155. y=%—seu z24-Ciz+Ca.

4156. ;,-=L:W(xz—-1)—-;- In (1 22) + Cyz + Cy.

3 .
457, y=2- [m z_-g-J+ CizxtCy.
Q458. y=Cz2 -+ Ca.
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159, y,,:clexq-cg_w_.‘f;;_ 4160. y=%za+c,z2+c,.
W61, y=(1--CY Inl23-Cy |—Cyz+Co .

x
— 41
M62. y=(Ciz—CPelt  4£C, #L63. y::z_l%(y—i—(:,ﬁ-i-&a‘
2
4164. ;,r=%_1 V Ca—1)% +Cs.

1 x sen 2z
— —— gen? W 0. .
4165, y= 3 sen 4Ly ( ) T )-{—Ca.

4166. (w4 Ca)2=4C; (y—Cy)-
2

X X

M67. y=Cy(z-Cs)®. M68. y=Cye% + Cac °.

1 i
4169. m=-;‘§-. @? —2¢y I/-y7+-c,+c,. £70. y=-2EE

z4-Ca °
BT, (2 4+ Coff — 3 = Gy M72. y = ;%
4473, yoost (z - C)) = Cy. 4174, (4 Co)luy=x+ Cy.
4175. Si la constante arbitraria introducida por la primera integracidu,
es positiva (4 C1), se ticne = Cy tg{Cye—+Co)i 8i es negativa (—Cf), so ticne

1+«2{Cw-{-—03]
y=0 ..1_..._..__&__._.821 T —Cy eth (Cx--Ca);

sl C(=0, se tieno y=— .
-Cy

4176, x=Cy-+cusCqln | lg%'. A77. Ci£+92=1“]ﬁ£§‘rl.
4178, ZELL ¢ aretg (€ Iny), €10
4179 | Cy | =21g (22 +Cy).

1 z2—V —0; .
4180, y=1u |22+ C —_— | ————— Cq, 81 €)= 0,
y |22t 1|+V-_C’ P i +Ca 1
2a & i
¢ y=Injubt 4 € |4 ~—2= arctg=————-1Cy, si €;=>0.!
S R

4181*, Después de efectuar la sustitucidn y' = p la ecuacion se divide en
dos una do las cuales portencce al tipo de Clairaut. Su solucién. general os y =
= 0, + %%, y las soluciones singulares son

=

,6 ; La otra décuaditn es y' =0.
U=z _

. = . xd
4182, y=Cyz (x—C1)+-Cq, ¥ lus soluciones singulares son y=-—--C.
f-'i::-c'
.Cl;_-‘vz‘ci

4185, y='l/-%.'x3+'c|x_+(!_§_ 4186. y=(.'1.r—'!--{-';i,

M83. §2=Cyat4-Cy. 4184 z=In
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Cs )
4187, y=Cyze * . &18§ ]n[y—‘-ﬁ H-H—}-C =z (g
4189, y=z9-+3z41. 4190, y=.'3+1nT_
2 —~ 18 4
4191. y=§22V'zz—-T_ 4192, L

4193, y—z=21n|y|. 94, y=1 Fr—zz .

95, y="1/TFEE. 4196, y=—In|l—g|: . 4107. y=‘"_‘;

1

1
—nl
4198*. y=1z. Efectuar la sustitueién y=uz. .4199. p=2:2 1.

4200*. La ecuacién diferencial de la linea es dx=%‘
) —1
donde k ¢s el coeficiente de propnrcmnnhdad Si k=1, s¢ tione y=
1 [et‘m+0.a+e-:ﬂsx+(,'z)] cl(cz‘"*‘ 2
1

=6

, £8 una catenaria., Si b= -1,
se tiene (z+ Cg)2--y2=C§; es una circunferencia. Si k=2, se tiene (z-C3)2=
Csy

=4C (y—Cy); es una pardbola. Si k= —2, se tiene de= ]/-— dy, esla

ecuacién diferencial de la cicloide.
v
4201. €% =0, sec (-’f..;- ci), 5202, Cz = y2h-1,

4203, Catenaria. 4206, v= ]/ —11‘1‘!1- 4205. Parébola.

A S=--—[]/. T "+C ‘I/C"’J,

4207*, Que el eje de abscisas esle dirigido verticalmente hacia abajo, el
origen de coordenadas esté a Ja superficie del liquido, la ecuacién del rayo,

y=f(z). A la profundidad = ¢ seng::-:do: m-i;:im donde m s ¢l indice

de refraccién a la profundidad z, o es el dngulo ormado entre 1a vertical y la tan-
gente al rayo de luz. Es evidente que tg o es igual a 3. Dospude de abrir los pa-
réntesie en la ecuacién m sen o = (m + dm) (sen & cos do. 4 cos « sen dor) y
suprimir las Inﬂmtesnma]es de ordell superior a uno, obtenemos: mdo =

= —dm tg o, de donde —ﬂT = Efectuando la integracién de esta

¥ (1 T
ecuacién hallarnos y’ como funcién de m. S)ustituyendo m por su expresifin’me-
diante z e integrando la scgunda vez, obtenemos la solucion:

y=-m—°hmln | me ) m2—mi sen? o | 4-C,
Ty =~ by
{my—nyy) x -+ myk
f‘l .
4208. y=221n ) 2+ Cyalef Caz+Cy
1/3 20—0176

donde m=
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4209 y=—

gox
8210, y=-"3

coeficientes arbitravios).
2
421, y=Cy S Crz4-Cs—CF (z+C) In | 2+ Cy .

4212, yp = Cyab = Cpx® 4+ Cyz® 4 Cyz - Cy.

sen 2z + Cya2 -+ Caz+ Cy.

4 Py (Py es el polinomio de noveno grado respecto a z con

3
1213, y= 4 (Cy—22) +Cy-tCy.

24, 2= Cy* 4+ Cay + Cy. i

4215. Las soluciones son susceptibles de ser presentadas de tres maneras:
y=C,sen (Coz 7+ Cs) 6 y = Cy sh (Cax + C3) 6 ¥y = Cy ch (€22 + Ca).

4216, (z+Co)2+ (¥4 Cp2=CL !

A7, y=Cs (xe"*”—ci’ eci*)+c3.

. i
9. 2) ymtobat b E
—1)2 LT .
e *""1_@211} 2‘x4| D +3(3511) +..
£ —1)2 —1)3 r— g —
4221, =-§—(=—1)+ (z 211) s L= 3!1) (= 4‘1)' 4(:511)5__1_.__

23 2z 3t i 3 274

4222, y’—‘l+1+-‘:ﬁ'+ T + =T 4+ ... .8 fln= i+3+€r +T'

para z=s —0,5, resulta una serie numérica alternante y el valor de los pri-
meros términos suprimidos es menor que 0,001.

L3 22, &% x| Az§ 1428 . 5
4223. y"i"zT+?!"_T!'+'5_l"_T+"" de quinto orden.

v S SIS T ; ;
4224, y=zt 0 +EIG_4400 il .5 0,318; 0,06951. .
2Q |, dQ

4225+, La ecuacién diferoncial del problema es E=L —p-+—=X

x-h;iﬁ , donde’Q es la cantidad de olectricidad que pasé por el circuito

por el espacio de tiempo desde el comienzo del érperlmento hasta el mo-
mento t. Después de expresar Q mediante V (V es la.cantidad disponible del agna
en ol bafio ¢n el momentot) y de determinar los coeficientes partiendo de
los datos del problema, llegamos a la ecuacién V" + aVV’ - & = 0, donde
8= J&Z = 0,005, b = f-f = (,00035. Dadas las siguientes condiciones Vg =
= 1000 cm?, Vg = -—Ido = —0,00187 em®s, e[ect.uaimos la integracién de la
ecuacion y obtonomos la serie V = 1000 — 0,00187¢ — 10-° {2,914 —

— 8,641 - 3,645 — 3,040 - 2,47¢7 — .. .],.que es alternante y cuyos coefi-
ciontes decrecen tendiendo a cero, lo cual es muy cémodo para efectirar los cél-

culos.
4226%. La ecuacibn diferencial del ejercicio presenta la forma

129, 49 ky
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Tomando coma funcién buscada la cantidad y de clorure de hidrdgeno no des-
compuesta para el momento ¢, reducimos la ectacién a la forma yy" 4+ ay' +

4 by = 0, donde o= % =50, b= %-ﬂ 00191, Dadas las condiciones
iniciales yo = My = 10; yy = —klg= —0,00381, efectuamos la integracién
do esta ecuacién y obtenemos la serie : E

y = 10 —0,00381¢ L 40-19 (4,21 — 1,52t + .. ).

4227, 23y° — Bzy’ + 12y = 0.

4228, zy" — Rz + 1)y 4 (24 1) y= 0

4229, (2 — 32 + B0y — (P =24 By — (U —2)y +
3 —a)y=0,

4230, p = 32 — 2a%

sen?® z

4231. a) e

4232%, 3) De acuordo con la fdrmula de Ostrogradski

o gl PO

= const; b) y* sen2z— 2y’ cos2zr=0.

¥1 M

¥ ¥

. . = { P
o, abriendo el determinante de Wronski {wronskiano): yys —yiys="Ce S ps

Después de dividir los dos miembros de la ecuacién por p}, obtenemos

& (fi) =_€f e Xp(x)d:‘ de donde se halla la relacién buscada.
dz \ ¥ IH

4233. y=Clx]nl%:l—2£',+Czr.

5234, y=Cy = +c2£°;—‘, 4235, y=—gt—en-t,

4236*. Las funciones P y @ deben estar unidas]por la relacién Q* - 2P .=
= 0. Poner 3, = — en la formula del ejercicio 4232 (que se deduce de la fér-

mula de OSUOgrad:I;i), derivar dos veces la relacién asi obtenida, y pomner yi,
vz en la ecuacion dada.

4237%. y= € (4% — 32} + €1/ T — 22 (42® — 1). De acuerdo con la
condicién ponemos y, = A2® 4+ Ha? -+ Cz 4 D. Poniendo y, en la ecuacién

dada ohtenemos B = 0, D = 0, A/C = -—__é-—a , 6 A = 4k, C = —3k. De ahi, la
golucion particular es y, = % (423 — 3x). En conformidad con la propiedad de la
ecuacion lineal se puede admitir que k = 1, entonces se tiene y; = 4z* - 3z
Sabiendo una solucién particular v aplicando el procedimicnto ordinarie, halla-
mos la segunda solucion y formames la solucion general.

4238, y=Clsenx+Cg[1—son:1nll.g (%-}-%) H
e dr
4939, y=CuztCox S — 4240. y=Cyz+Cy (#2—1).
4241, y= Cyz + Coa® -+ Coz® 4262, y= P+ 2 (€1 + Ca ln] z ).
4243, y = Cie* + Cpr —a® — 1, 4284, y= C,20 + Cy [z + 1) — =

8245, y=24-Br4zx (-—%—I-Zarclgx)-{-xz.

29*
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F Txd

3 ;
4246. y=-—2+2x—:3+-£':———+ o
2z%  Uab 225 . 2z7 B2z8

4247. 5‘—1+'_"-_-'1-—““ﬁ“+-é—!-—...
3ac° 528 {20 —1) 28042
AR =) +l-4'+ T QR (2n--2)1 +J

v =Gy (1+T+T+_{?+W+“')+
2, ad
+Cs (a4t ot ).
x4 2% | dzd
8250 y=0, (1+ﬁ ...-)+c, (3—T+7‘Tj—+,,.).
A251. y=Ce¥Cae 2% 4252, = ed* Cordx,
4258, y=Cyet*4-Cy. 4264, y=Cp M+ VLo (1-VEx
4255, y=(.‘1e2==+€,e—?x. 4256, y=Cycosz+Cysenz.
4257, y=e8%(C) cos 2z -y sen 22).
& £ R z
.. 4258, y=e* (C’icos ?+Cg sen?),
4259, y=e* (Cy+ Cox). 4260, x=(C,;+Cal) %51,

1
K261, y=(Ci+Cox)e . 4262. ¥ = he® | 203,
x .
4263, y=3e~2xsenbr. 4264, y=e Z (2-h).
2065, y==[14(1—m) ] eme. 4266, y=cos3x—%sen 2
1;? gen [)/E (= 2)] 4 yp €08 X

4267. Si k>0, se tieno y=

X [VE(z—z)l; Si k<0, se tiens y= [yo Vk1+a)evi‘_f" o

1/_
(40 V ) e VIS0 dondo kym — k.

4208, y=Cye~5-Cae 2 +e¥. 4269, y-—Cic.OSax—Fc'zsenaz-l-—_T_—l,

Heenrt7 cnsx
T4

4271, y=p¢"*(C{cos 22+ Cq 360 &;—%ws 2r—2s0n 22,

4270, y=C b+ Coe*

6272, yom (Crot Cor) i 2t Sl

4273, y=¢=(Cycos x4 Cq8en z) 21,
274 yi= Cye¥ap- Cyem5% —0,2,

6275, y=Cyex-hCoe?* 47, donde 7 s igual & 1) —g-e""“;
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2) 8zelx; 3) «—-cosz»{-—sun 7 4) :¢:3+ xs-i- 24 x—-j—;- 4
8 2 s
5) = o* [cos -2--1-2 sen--ﬁ-] H)] ?m-{-?—% e~2x;7) .e" (_2:2_+?};

8) 3x+—‘—<9+3 €08 27— sen 22); 9) —eet— o 2%

12
3 7 9 e A 1 %,
10 2ll €08 £ 5 S x—}-%coa 3:+m_sen31, ify— = -"—T e

-5 - b B AL & 7
4276, y=Cy+Cq¢ “ 4y, donde p es igual a: 1) ?13——5—13+ﬁ:

. sk -y

2) - €% 3) Geenx—2codx; 4) 0 z+1b-‘ise" 2z i cos 2x;
5) cos 2,5z 4 sen 2,52 —0,02ze~%,6%;

\ .. 16 185 .

&) (_":_'E?) cos xr— (k_W) 5en )

il
7y % [(102 -+ 18) sen 2 — (202 -+ 1) cos z]; ) %(%czx—" T:)
4277, pe=e? (Cy4-Cox)+ ¥, dondn ¥ cs igual a: i)-i-: 2} % -

3) %zze“' 4) -1—1:05 2r+%x+%‘;
1
1339
@) m(:-:s'enz+d cosz}-i—mfﬁ sen 3z — 12 cos 3x);

5) ( 25 san&x-{-ﬁcosaz} -g—-(Sscnx-i-&il:usz);

T) 2424 G4 34 ha?e2x | cos 2r; B) -;- (.13021—%:‘2’5) ;

) 5 (ex———e )+ (3 sen z 4 cosx), 10) s”—%s”"-l-—a“‘ﬂ

4278, y==Cycosz-Cysenz-+y, donde i vs igual a: 1) 228 —13z+4-2;

2
€} 9-+4dcos2x—0,2cosdr; 7) 0,5 chax; 8 0,54-0,1ch2z.

2) cos 3x; 3) Lzaen:c'. 4]«-%:003::-—-?‘”: 5) %— (a sen.r.-—% o8 E:c) :

3
4279, y=¢" (C, cos-%xﬁ—@.ﬁen %x)-i*g donde y es igual a:

3
2% §% , 45 4 4
N o 9 ey =y 000 5 5
4
a A 07 908 5 &x
8) 1—3 e — 3 (EI:‘-{"-—:""J;-"! -1-5:5—) 4) ~—-§-C03:’¢

3
—x
5y --1&— z¢?  cos —é-:r @) 0 ,be?x 41,3,
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X
: 18'?) .
4281, y=e% (Cy+ Cpr—In)/ 22412 arctg «).
4282. 1) y=2¢% (z+Cy)—(e*-+-1) In (e* -1 1)+ Co;
2) y=% e® [arcsen ex 4 ex 1/ { —etx L ci]+% V=3 4-Cy;
3) y=Cre*—co8 e¥-F Cp.
3,
4283, y={+4z)e “ t2e .
4284, x = % (0,16 cos 3z -~ 0,28 sen Jz) + 22 4 2,2z -+ 0,84,
4285, g = e ~+ % 5283 y= X (¥ = z* — z 4 1).
4287, J=%SU!’1 Zx—g SN r—Co8 T,

4288*. Efectuar dos veces la derivacion de las expresiones indicadas para ;
la ecuacién introducir y, ¥" ¢ ¥’’. En los tres casos se obtiene una identidad.

&280. y=24C cos x4 Cysenz+coszIn

en
4289, g = 23 (C) + Cy2).
4290. y'=%+c,ms1n|z|+c=sen1n|x|.
5201, y= 216+ Coln | =]+ In?] =1l
5202, y=zln | 2| + Ciz 4 Cpx® + 22
ol . i S (I
4293, Si E>‘°3‘ se tiene y=Cy oS kt-}-Cgqsen kt-4 T 08 wit -+
ew? 1 o . - i
= donde k2=-£;F—w2. Slmq‘:mz, se tieme y=Cyehtt Cpel
il e Foadis A, =1 et ut
ot cos at ) donde K= — AX4. ¢ -g{ée-l-e J L

4205, ¢= e "7 [10 cos {0, 245-’.) <4 8,16 gen (0,2450)]; s |¢=s = 7,07 cm.
4296, 1= V’am P4 VIRF=]) '
i

F—f
4297, s = e“"v"““ [2 cos (156.6¢) -+ 0,00313 sen (156,6¢)].
4208%, k = 33 ?? o l g'ﬁﬂs t = 0,38 5 la altura de la parte

sumer%!dn del zoquete de madera e3 x = 5[3 4 cos [8,16¢)]. Formando la

acuact

n considersr g = 1000 ¢
L299*, r = 7 (a«r‘ + e~ot). Tode ocurre de tal modo como si el tubo fuese

inmévil, paro sohm el globo dctia la fuérza igual & mw?r (+ és la distancia que
media entre el eje de rovolucién y el globo).

" k
2 = e el E—ar )]
4300. Si k}m,satlel.'l.er k_m@z[k _mtozcos(r]/m W )].

Si k=ma?, se tiene r=g (1—i~.§% tz):

i o a : k
8i k<< mw?, se tieno r= 51-@1—}-_ [Tnua'*ch (: ]/-wz— b );—;k]__
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4301. y == C; cos 3z 4+ Cy 8on 3z 4 Uy

4802, y = Cye® o Cye 3% 4 (o™ + Cpo9%,

4303, y = (Cy + Cox) 8% + (Cy + Cyz) 7%,

4304, y = Cye?* + Cpe~3* 4= Cyc08 22 + €4 son 22.

4305, y = Cye~= - Caed% 4 Cyet%,

4306, y = Cie= 4 Cyue® - Cyrie.

4807, y = Cy - Coz + Cpe™® + Cyze™™,

4308, y= Cre% - Cpe= 4 Caf0+ C 4 4 ... 4 C _Ix-'l- Che

x x.
m.y=cV§(CgcosV_+Cssen?—n)+c ‘(E(Cscos _V._-i—C‘sonVE]

4310, y=(Cy+Cpx4-C32?) cos—+(C‘+Csz+Cs=2)sen 5 T+ 0

A3l y=e*(C;+ Cox+ Cp* 4+ ... + Cﬂ:c"‘"‘)

4312, y = 1+ cos z. )

4318, y = = 4 cos 2 — 2.

4314, y = (Cy + Cyz) e* + Cye®* — z — 4.

4815, y = (Cy 4 Cpz) €% 4 Cae™* of (2® + 2 — 1) 7%,
4316, y = (Cy + Cuz) cos 2z + (Cy -+ C4x) sen 2z - 7 o8 2.

COS ox

4317, y=(Cy+ Cqx) cos ax-+ (g~ Csz) sen ﬂz—-wzs T

4318, = — .x'i—— 224 Cyz2 - Cox - Cy4-C4 co3 4 C5 sen .

::33»;

BO
4319, y=Cye%-t Coe~*- Cysen x4 Cy cos 2+ ex—%zscn-z.

4320, y = (C; + Cyz + 2%) % -+ (Cy + Ca:—l— z*) e* + zen 7 - cos z.
4321, y = 4 — 3= 4 g0x,

4322, y = &% + 2%

4323, y—:c(C,+Czlnlxl+Csln’|z|)

z = e {C; cost 4 C,sen t),
432. 1. { ks
= e [(Cy + Cy) cos t + (Cg — Cy) sen d.

z=Cyel 4 Cpeht, x=el(C} coa 3t Cq sen 31),
a2, { y=—Cyef 4 3Cse5t, 45283, y=e¢! (Cy sen 3t —Cy cos ).

2= Cyel -+ Coelt 4 Cqet, 2= C 4 3Cqe%,
4324.4 { y=Cyet —3Cse~t, 43245, { y= =2Cge2tut Cye-t,

2= Cyel 4 CoeBt —5Cset. 2= Cy 4 Cqett—2Cse,

x=_Celf 4 Cget - Cgebl,
4324.6. { y=C1e! — 2C,e21 4 Cyedt,
: s — Oyt — 3052 - 30 ge5¢,
z=Cye2t L¢3 ((y cos -4 Cgysen t),
4324.7 { y=2e3[(Ca+Cg) vos i+ (C3—Cq) sen ],
t=C e L ¢3¢ [(205— C3) 08 i+ (Cq--2C3) son £].
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2= Cyet b Coe=t4- £ shit,
y=Ciet—Cpe~t+-sghit4-tchi,

2=Ce {,‘fﬂ.‘.ig!.‘.%ﬂf.i i

= O e e O 0= TE tp o et
] 2613 Cae +-—h-¢+w¢«—
=0yl

S vz—% 22=Cy.

_— [

;=Y 0 +zin | —2— |

Yo et VG|
- @ty 2=y,
2oy 422 = Cy.
yr—t=Cy; z=Ce~t - e,

4332, { # }

ya—yr—r=Csy. y=Cyet - 3003 t-cos i,
x=Cef}-Coe~t 4 Cycns it~ C) sen t,
y=Cyel e Coe~t— Cqc08t—Cyson L.

=0y

4329, 4330 {

4331,

2= Cyt Ct 4 Caiz— ':r"+ ot
4334,

. {

{

g
yo VO

{

{

3. {

{

¥ (Cy203) tmm i (Ca—1) B CofS g — k.

zopyt+2=Cy;
22 g2 efst =y

4385, {
&‘=-£
T

4337, {

E=a-1f

L { y{y—2aP=(e—y)*

2 t
'5'5“'5.
[ I=le-¢+_1=.ez:+l,-zt
4338. { ¥= T "+—€2’—?='3’ 4339. { y=ef,
i ) o2t ==U.
e L -

C2—C Cyz2 "
E > 24 o= — -“t'éj-c“_ Dadas las condicio-

L
4340, Las lineas son y,=

nes iniciales se obtionen las hipérholas

3—a2 3-a?
=5 =
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T=y2=0;
4341, y=e22, . 4342, Linea -plnna{ comln|gd

a=g [+ t=to (1—cos 7)1

4343,
- [gez+za+11+(ei—zo)m W]
53@ z=10¢h. 2:——005 ieit-i— o
y=10ch 2+ -x cs 14;—-%0,

Aqui z es el trayeclo del globo més pesado, e y, del globo més ligero,
ha I—Bc“m a 1_Bgalst
A—ﬁr[i (-—B-;Ei) J, B=a dDﬂdﬁ

1B
¢—]/B=+2"‘ 4, ﬁsaggg.

4346%. §1 T os la cantidad del veneno, se tiene

N . dr
= =aN—bNT, -

=cN ¥y fg_mﬂ en el momento en que V=M.

51452
_S1Hi+szﬂg 8q e Bi18g
4347, hy=— 55 tEa, Hi—Ha)e i
B SUE 8ol S, (Hy—Hy)e © 518 T
4 Si+35: Sy 8§ AT TR
4348. 1) B—0;+0,002 (82— ea)_uooma}-ﬁ‘,—z, en 53°%
2) 60— 840,003 (ee-ag)._-gm_, « (200nt —sen 200mt); en 76°,

4349, 1) 44.5% 2) 46,20,

4350,
i z 1,00 [ 1,05 [ 1,40 [ 1,45 [ 4,20 | 1,25

¥ {1,000 1,000| 0,997 | 0,992 | 0,984 | 0,573

z 1,30 1,35 1,40 1,45 1,50

v 0,959 | 0,942 0,923 0,904 | 0,878

3001760
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4351, ylyoy = 3,43656..0 -~

n s ¥z ¥ ys

2,5 | 3,16667 | 3,37500 | 3,42500 | 3,43472

Para yg el error relativo es del orden 0,1%.
4352, 0,46128; lo mismo de la frmula de Simpson para 2n = 10, Todas

les cifras son exactas.
2% | Tz | 5ab
4853, y‘mi-i-x-l-—--i'i-}- e TReae Ty s A 5 S b otes 1 (03) = 1,543;

t@=1+z+3 "‘T"' +{;§5+ 2f; teto; !(03)~1545 El error

es menor que 0,2%. 4354,
4355+, 1,001624. El resull.ado se obtiene de la manera més répida si la
funcién buscada se busca directamente en forma de una serie de potencies,
4356*, 1 UZ&& Véase ]s indicacién al e]ercmw anterwr
{3n—

4357. y-=:-§-Tz4 +-W+. e +—m—z3""“+... ; k=0,2297.

Al capitulo XV

Chy { 1
4358, sen?h z = —2pn + [cos:’.h —Cl,coa k=2 z+
+Czhcns(2k—-4):— vor b (—1)R=1085 L cos 22

sen?hHy =-‘-;—133[m (2k+1) 2—Chy 4 5o (2k—1f) 2+
+ 634 800 k—3) 2— ... H{—DHChy .y senak;

cos“;v:-—-—ir-{- 221!- [ooa2kx+€2,icos(2k-2)z+
+c kcos(zk—-é}: + o CE cos 2h);

1 ¥ .." 1d ] =

cosZhH 2 = [;;:os{Zk-tv 1).z+4- C;”‘ ﬁ.coal\.(?.k.— 1)z
SN e L 3ed g 008 (Gk—8) o ... +Chyyy cosal.
4360. cos m:ﬂ ey M C!‘ ‘cos -3z sentz 4 CA cos ™4 z eent x... Como

los exponentes del-sew =z 6lo-son nimeros [pares;-cos nx-es susceptible de ser
exprésadg racignalmente ma-ﬂm:nts CO8:.

4363, 1) :p—-qu-g..y tp"_‘v_'_i‘" .donda_ v:ﬂ A,.2, .. , n;

2) w:lwin—-, donds -\a=1. 2. ea .n—i pam n tmpal'. Y v=
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=1, 2, ..., # para n par, y.f=(2v—1) —= donde we=1, 2, .... nad.
s $1 Y | Ll +
- T e i’*‘: .

4365°. Fijarse en que S ®,, (§) dp=0, 14366, Si.

437, 6) bymby=bym ... =0y ay=ay=ag= .00 = 0

L] ﬂn——aiwﬂs-—- o =0y by=by=bz= .., =0.

- -]

4 sven{2ndi)z ; seni2nz

4372, — Z i ey D e
n=0 n=1 .
e

4376, z=2 3 (—1>n~i—‘-‘;‘lt—-n. 0); 2 ‘“‘“m 2m).

n- " n=sj

cos (2n+ L ES
4375, — 2 T

2
. B 3 com 2

-n==1
2 k- -1
u cosnz 80N nx
t4 2 b D =5
n=={
n2 n? n2
Sl:T' Saﬂa 12 Sg-—a—.

aamr. 2 2 (—tpey { g S {(—1)"—1}} sem na.

a

2nt
| =2 __ &%
4378, 2( j( 5 = sen nz,
n=1
(370, 34 & STER@RED e s ;g o 1k
4379, 24 - E 2np1 4380. ?[?+ 2 ]'

n=1{

nh

g “”[{zﬂthﬂ]

4382, T—--—’E— A_'u _-m_jﬁ-_-'“- i
fie=

SR—t 4 . < { cosnz sen n
4383, .f__[._ 51 Ay N7
| — .2+2,1(,+,,2 - ) |-
o=z T

4381, Eﬁ _+‘§ (aen--uk )an:]',
=1

30%
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® (—1)"cos Rz

ol g=l ” T
A386. S —Hl(el—el) D) —tEa—t
=1
® (=)=t nsen 207
[ e
S-mfel—e )Z o =
n=1
5 nnz nnz
[i 1oos T—nnmnT]
=shi| —+2 D (—1) “ETEA
n=1
2zenma f 1 |, acosx  acoslr
4385. a (% " —a? 22—a2+ 2 )
2sonma f senx 2sn2z | 3sendz
4336. o ( 1—a? 22— g2 + R )
ba [[ cosx cos 3z cos Sz .
T[az—i g Tt t '--](493931‘);
4387. sen ar=
4a 1 2 4z .
s [W-ng—-zﬁi--}-%-k “i% ] (a es impar).
4 sen 3sen 3z , Ssen bz
—% [W'F T i < ] (0 pan);
4388, cosazx = %
412 2r 4dsendr  6senfx .
i [-——--asz:-% TR TQ:+“_Q2_52 4+ ... J (a.. es impar}.
2sh u -
sh an i, n
1389, ——— X (=)t senna
=] )
shm S cosna 7}, 2 .,: 1—(=1)"chx
i 4390. T[1+2 E {.—1)“m]_, 5 ZI Tnt B Sen nz.
& P n=i n=i ;
e 2nn 2nn
v o e ]:*“ 3 3(""‘“"3‘):[ 2nnx
8. fW =+ Z — ~—5 008 ===,
n=1
2mz 4dnx S
{ VE(COST CDBT cos 3 )
e e ikl 1 — P
=5t = S A U .
TR A g g e s
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- na

. F 3 3 i EIR A sy THL

4302%, jm?"'ﬁ 2 — (wsTsen 2rr.z—smTcog2ru)=

n=] :

n , 3V3 [ sen2 sendz sen8x  sem {0z

=gt ( 1z W B )_
9 fcos2zr  cosdr , cos8x |, cosilx
"'ﬁ-( 12 t+ o= + 5z !T.+:--~)-

\?alerae dol resultado del ejercicio 4368.
sena-8em & | sen o-sen 3z )

4393*. 1) !(x}? (_12'_+“_3T_+ P

2) fm)= c,r.[n a) L% 1—co8 Zna

€0s 2ng ==
E ne
n=1
af{n—a) 2 (eaen2 %-c0s2r , sen?2a.cosdar )
E3 [ 12 ! 22 T e, S

Valerse del resultado del ejercicio 4371.

sen(2n—1)z ot
4394, 2 z— T

8 7
4395, =t —48 2( 2 o .

=¥
et

4396*, “;‘*’__ > n?f;_’;_’”” (véase el ejercicio 4374).

n-=

4397, _+ Z el (ns_'_” sen nz (véase el ejercicio 4374).
n==1

(al:-—-.a:)2 d'l:

2
4398*, 7 + 2 maosu

Dermar la zerie ¥ valerse de la solucidn en el ejercicio 4374 y también de que

Z Lz -’:-J_.- (véase 6l ejercicio 4376).
=

I
= senn—-

nd N 2 n E
4399. ﬁ-}-—‘i— T—Ecos 24 Z TSFZ——-)-EOSR: (-—-2—4:‘_,:{-2—) 5

= eenﬂ
valerse de la serie %: 2 —— cos nx {véase el ejercicio 4380 para
=]

—{jn-t
h _..—) y de que 2 {—1'.'“—- % (véase el ejercicio 4394).
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4400. f; (2} = 27,8 + 6,5 cos # — 0,1 sen z — 3,2 cos 2z + 0,1 sen 2z;
fa (2) = 0,24 ++ 0,55 cosz 4~ 0,25 sen x — 0,08 cos 2z — 0,13 sen 2z;
fa {2) = 0,42 + 1,32 cos z + 0,28 sen z — 0,07 cos 2z 4+ 0,46 sen 22

Al capitulo XVI
4401. Son las"rectas paralelas al vector A{a, b, cf: ——0 = L2100

=1
=m—_— i "
c e i

4402, Son las circunferencias ecuyo centro se sncuentra en el arigen de coor-
2

denadas =%+ 32 =
4403, Son las hélices cuyo paso ezigual a %{:_’* situadas en los cilindros cuyos

ejes coinciden con el eje z: r = R cos (ot + a), y= M sen (ot + a), 5=
= it -+ 3y, donde B, @y 1, son.constantes.arhitrarias.

4404. Son las circunferoncias formadas por la intersecei6n de las esferas
cuyo centro se halla en el origen de coordenadas, y de los planos paralelos al-
plano bisector y — z = 0: 2% + p® 4 22 = R?, y—z-l-C—U donde R y C
gon constantes arbitrarias. |

2) Son las circunferencias formadas por la interseccion de las esferas cuyo
centro se halla en el origen de coordenadas. y de los planos que cortan en los
ejes de coordenadas segmantos que son iguales por su valor y por su signo: 22 -
+pPE+2=R z+y+1=C.

3) Son las lineas dc mtérsocclén do lag esferas 22 4= 3 + 2 = R¥y de los
paraholoudes h jmhﬂlmo‘a zy = Caz.

5. divd =3, rot 4=0,

4496 divda=0rotd= 2[(y—z)£+ (z—az) gt (2 — }k]

R407. de-—Bzys rot A = z (22 — 3% & 4 y.t’—:z)j-[-s(y — 22 k.

4408, div 4 == 6, rot 4 = 0. 4&09 ivd=

4410, divd = %, donde i es el coeficiente de proporclonalided ros la

distancia que media entre el punto de aplicacién de la fuerza hasta el origen de
coordenadas, rot 4 = 0,

4411, div 4 = 0, rot 4 = 0. 4412, div 4 = 0, mtA =0, Enlos puntos
del eje 0z el campo no estd definido: -

413, div 4 = —— L
o ‘it
nalidad. En los punws del plano Ozy el campo no estd definido. P
4614, 3a. 4416, div D (ra] (ab), div r (ray = 4 (ra). 7w
4417, 0, 4418, 1) 0,2} 0, 3
W, aiva =20 +f'{r), o ol campo s sapacil, div 4 = Ly
e ol

+! (r}, si el campo e plaﬁo e

4h2t. grot d-(gradpx A). 4422 1”13!—“

i 4423, 2a. 44626, 2mn ﬂunde,ﬂ es ol vector-inico parelelo -aliejo de ravolu=
elbn. 4430, u = Af +C

W3 wm k(g )+ C

donﬁa k& es el coeficiente dq proyall_‘p__!o-_
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4432, No. 4433.. No. %434. u-—.—%ln[x’-[—y’)-{-t?.

4435, No. 4437. l A ....l_ ma‘ “kﬁlﬁ V“—S}“-i-y‘—i-l—z«
S K AT VOT i ims

a43be. 4k (V'21). 440, o V“""ba 2-“5"'..1{-“ H“l"’e:.-
it 28aln 1+ VD),

42, —2% __ irocosh, si h<z1, Sk, 8 Rt
o v I=n Stip
i“" ln (k+ YE=1), diir:ﬁ'l*

aoke’ .-?- .

4443%, 1) 2&nRSIn ﬁ.‘.%&':.tﬂ.l -:fhz)r- iéknﬂ&lnfﬂ;;iﬂ

(
Dividir el cilindro. en dos partes lguaiasnlpor la. seceién pam]ela a la base, b
calcular el potencial de la superficie lateral del cilindro como suma de los po-

tenciales de las superficies laterales de las dos mitades aplicando el resultado
del punto 1

4lh, 2E7RS.
4445h. 1) knb [H VEFTHE —H*4+ R*ln

H+ Y R
=R
5 48[y Vm_gq_msm% ji"""‘“']; véase la

indicacién sl ejercicio 4443.
4446, nkGH (1—H), donde ! es la generatriz del cono.
3

4447, u=-§—k “‘:35 [(1+%]§-—(%)3— %‘-{-1] para 4> R;
g
u:%mﬂﬁ [{1+%{)2—(-§)3+%(%]2—2 ] para a< H;
2 (4 YZ—3) para a=R

He=

4448%. u=
u—ZJmG (R*—r%) para a<r;
u=i;%6— (a¥—r3)4-2knb (R —a?)

ara r < @ < H. Trazar la esfera concéntrica de radio a y aplicar los resultados
e los dos prlmeros £a808,

kM 2
4449, —--—I.1+-«- 1) J‘ donde M es la masa del globo.

(R3-— rsj—-——— (M es la masa del cuerpo) para e > R;

* En las respuestas a los ejercicios 4439—4449 % es la constante gravi-
taciomal.
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4450, El flujo y la circnlacién sou iguales a 0.

4451, El flujo es igual a 2a$, donde 5 es el area del dominio limitado por
el contorno L. La circulacién es igual a 0.

4452. El flujo y la circulacién son iguales a 0.

4453, El flujo es igual a -g- nA%, la circulacién es igual a 2nR2,

4454, En el casp en que el origen de coordenadas so halla dentro del con-
torno, el flujo s igual a 2n, en caso contrario el flujo es igual a 0. En ambos ca-
sos la circulacién es igual a 0.

4455, La circulacién es ignal a 2m, si el origen de coordenadas se halla
Eieutfo d%] contorno, ¢ igual a 0 fuera del contorno. En ambos casos el flujo cs
igual a 0. :

£ 4456. 2. 4458. 2nR*H. 4459, nR*H. 4460. 4n. Colcular ¢l flujo a través
de la base del cono y valerse del resultado del cjercicio 4457.

4461, %‘ 4462+, %«. Valerse de la férmula de Ostrogradski y cal-

cular el flujo.a través de la base de la pirimide.

4463. 2n%h%. 4464. 2nwR®. 4465. —n. Aplicar el teorema de Stokes toman-
do la Jinea de interseccién del parabeloide con el plano Gzy como el contorno I,
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Suplemento

rudidn = 57°47745"

1

Tablas de ciertas funciones

elementales

1. Funciones trigonométricas

Suplemento
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466 Supleménto
2, Funciones hiperbélicas
x* shx . c';luc % «sh x ch x
1 LI LR of
0 0 1 247, By 4022 4,144
0,1 0,100 1,005 2,2 4,457 4,568
. 0,2 | -0;201 1,002 2.3 - 4,937 5,037
108, 10,305 1,045 2,4 5,466 5,557
I 0,4 0,411, 1,081 €25 ¢ 6,050 6,132
0,5 0,521, 1,128 2,6 6,695 &,769
0,6 0,837 1,185. ¢ 2,7 17,406 71,474
0,7 0,759 1,255 | 2,8 492 ) 8,258
0,8 0,888 14,837 - 2,9 1 9,060 |- 9,115
0,9 1,027 1,433 3,0 1| 10,02, 10,07
1,0 Y 1,175 1,543 2L U 14,08 , | 11,12
14 1,336 1,669 swy | 12,25 12,29
1,2 1,509, 1,811 3,3 1 18,54 . 13,58
1,3 ! 1,608 1,974 3.4 14,97 15,00
1,4 1,904, 2,151 3.5 18,54 18,57
1,5 2,129 2,852 3,6 18,29 18,31
P18 2,376 2,578 3,7 20,21 20,2 .
| I Y 2,646' 2,828. . 3,8 22,34 -+ | 22,36
1,8 2,942 4,107 3,8 24,60 24,71
1 1,9 ..3,268 3,418 4,0 27,29 27,31
2,0 . | . 8,.62m 3,762
il

X —e"‘

shr= 7

.ﬁ:ah;;+chz_;' =

I anx}éespnedeconﬂdararquesh:m chz &

2

che= ,x+,,-x

]
|

exi=cosz-fisenz

u—con exactll,ud hasta 0,04.
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3. Magnitudes inversas, raicés cuadmdas y cdbicas
logariimos, jlmr:wn e:cponmcm! " v |

vz ] 1'..’10.:....%/5.._. T0% |3/ 100 ."ls.x wme | et | 2 )

-

PRI R R )

- e .
™

e

A e
0 oo

AR B e e e e G0 00 00 00 O3 09 00 60 03 0 B KO B BY B BO B0 Eo TS [0 mh b e ok e e ke e e o

-

| 1,58 | 5,001,364 2,02)6,30| 398 0,018 | 12,2

oo ewm

"y

1,00 | 3,46 [ 1,00 [ 2,95 | 4,64 | 000 fo,000| 2,72°

.11
05|. g2 033 22| 79| 04t | 095 3,00 |1,
10| #6f- 08| 20{ 93] 079 | 182| 3,82 | 1,
14| 61 09| 35(5,07| 114.| 262/ 3,67 | 1,3 |:

5 18 o iz 4| 494 148 § 336 | 4,06 | 44 [
1,22 (18,871 4,44 { 2,47 5,31 | 176 [0,405 | 4,48 | 1,
a5 4,00 17|, 52| 48| 204 | 470 4,95 | t,
30 12| 48| 57| 54230 | s30| 547 |1,
34|- 24| %22) 62| 65| 255 | 588 6,05 | 1,
88| 36| 24f 67| 75| 279 | es2| 6,69 | 1,
1,411 4,47 | 1,26 | 2,71 | 5,85 | 301 0,693 | 7,30 | 2,
45 58| e8| 76} 04 322 72| 8,17 [ 2,
48 693 30} 801604 342 | 788) 9,08 [ 2,
52| 80| a2 8| 43| 362-| 833 | 9,97 | 2,
55 9of-34| 88) 2 3@‘0 875 | 1,0 |2,

61| d0| 38} 96|88 415 | 056 13,5
B4 20| 89 (8,00 46| 431 | 963 14,9
67 20|, 41| 04| B4 447 |1,080 | 16,4

B R =] m@q.mm_k_mm—bquam B = R = A - N

i2

i 2

‘2

g 2
12,9 ) 701 39| 43| o7| 62| 462 | 085| 18,2 | 2,9 |
13,0 [t 1,78 5.8 11,84 [ 3,11 [ 8,09 | 477 [1,009.| 2D, [[3.0 |
3,1 | 76 o ast b 13| 22,2 | 3,1 [

13,2 79 505 | 163 | 24,5 |3,
] W3- 82 | 59 | 194 27,4 | 83 |
134 8 | 531 | 224 30,0 | 3.4 |:
11 5 1,87 sd (1,253 | 38,4 13,5 |
) 3,8- ! 90 566 281 ( 36,6 | 3,8 ||
13,7 $2‘ 568 3,03 40)4 3, |

(3,8 || 263, 95 530: 335:| 44,7 (i3

i3,9 - ol st | 38| 494 |3

,0. 10 2,00. | | 602.11,386 | 54,6 | 4,

E1 2, 643 | 41t 80,3 | 4,4 [
14,2 5 823 | 495 88,7 | 4.2 |
"4,3 07, | 633, »:;59 78,7 | 4.8 |;
ST 10, | 643 8,5 |44 |
|45 |0 12 | 6531, so& 90,04 [ 4,5 |
4,8 la | 863 | 526 935 4,8 |
i 4,7 17 L 872 | 548 11 }4. !



Suplemento

Continuacidn
L vz |vies| V3 |V [VTom] ex | e | e x
4,8 | 208 49| 93| 69| 63| 83 681 | 569 122 | 4.8 |
49| 2041 20(7,00| 70} e6| 88| 690 | 589 13¢ | 4.9
5,0 {0,200-| 2,24 | 7,07 11,70 | 3,68 | 7,94 | 699 |1,600 148 5.0 |
54 [ 196 | 26| 4 72| 7t| 99| 708 { 620 186 | 5,1
52| 492 28| 21| 73] 73]8,04) 716 | 649 181 5,2
53 | 18| 80) 28| 94| 76| o8| 724 | 668 200 | 5.3
54 | 185 32| 35 75 78| 44| 732 | ess. 221 5.4 ff
5,5 {0,182 ] 2,85) 7,42 | 1,771 3,80 | 8,49 ) 740 {1,705 245 [ 5.5
5,6 | 179 7| 48| 78| 83| 24| 748 | 723 270 | 5.6 f
57| 175| 89| 55| 79| 85) %9 756 | 7e0 | 209 | 5.7
‘58 | 172 4t 62| 80| 87| 34| 783 | 758 330 | 5.8 |
59| 169 43| o8| 81| 89| s8] 771 | 775 365 5.9 |
6,0 10,167 | 2,45 | 7,75°] 1,821 3,01 | 8,43 | 778 |1,792 403 8,0 [
6,1 | 1684| 47 81 83| 94 48 | 785 | 808 446 6.1
6,2 | 161 ] 49| 87| 84| 98| 53 792 | 825 498 | 6,2
6,3 | 150 51 91 8| 08 T 799 | su 545 | 6.3 |
6,4 | 56| 53 (8,00| 86| 4,00} 62| 806 | 856 602 | 6.4 I
6,5 [0,154 | 2,55 | 8,06 | 1,87 | 4,02 | 8,66 | 8t3 1,872 665 | 8,5
6,6 | 1529 57| 42| 88] 04 71| 820-] 887 785 6.6
6,7 | 149 59| 19| 89| o8| 75| 826 | 902 812 | 6,7
6,8 | 147 | 61 25| 8| 08| 79| 833 | 947 898 | 6,6
6,9 | 145 63t a1l 90 10.1 844 839 | 932 992 6,9
7,0 0,143 12,65 8,37 | 1,91 | 4,12 ) 8,88 | B45 {1,940 | 1097 7,0
7,4 | 141 66 1 43 02 14 92 | 851 [ 960 | 4212 71
7,2 | 139 68| 40| 93| 161 96| &57 | 974 | 1339 | 7.2
7,3 | 1837| 70| 54) 94| 418|900 863 [ 988 | 1480 | 7.3
7,4 | 135 72 60 | 95 20| 05 869 {2,004 | 1836 1 7.4
1,5 (0,183 2,74 { 8,66 | 1,96 | 4,22 [ 9,09 875 [2,015| 1808~ | 7,5
7.6 | 132 76| T2 97| 24 13| 881 [ 028 1998 7.6
7,7 |18 | 77| 77| er| 25) 17| 886 | o4t | 2208 | 7,7 [
7,8 | 1281 79| 83| o8 27| 21| 02| o054 244t | 7,8
7.9 | 427 81} 89 98 29| - 24 808 | 067 2697 | 7.9
8,00 (0,125 2,83 | 8,94 | 2,00 | 4,31 { 9,28 903 [2,079°| 298t | 8,0
8,0 | 128 85{9,00( of| 33| 327 s08 | o092 | 3294 | 81
8,2 122 861 06| 02 34| 36| 914 | 104 364t | 8.2
8,3 | 420" 88 44 02| 36| 40| 918 | f16| 4024 { 8,3
8,4 | 119" 80 47| 03| 38| 44 0247 1287 4447 | 8i4
8,5 [0,11812,92 | 9,22 [ 2,04 | 4,40 [ 9,47 | 920 12,140 | 4915 | 8,5
8,6 | 416 | 034 27| 05| 4| 51 [ 835 | 1527 5432 | 8.6
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| que 1, se recurre a la férmula

| Férmulas para extraceién aproximada de las raices:

Continuacién
x | = | VE | VIoR| ¥R _f/:—ox{/m-J gx [ e [ & | =
8,7 | M5 | 951 83] 08! 48] 55| 940 | 163 | 6008 | 8,7
88 | 14| 97t 88| 06| 45| 58| 944 | 175 | 6634 | 8,8
8,0 ( 12| 98) 43| 07| 46| o2 949 | 486 | 7382 | 8,9
9,0 lo,214 | 3,00 | 9,49.|-2,08 [ 4,4849,65 | 954 |2,197 | 8103 | 9,0
94 [ 110 02| 54| 09| 50| 69| 959 | 208| 8955 | 9.4
9,2 | 1091 03] ‘59 40| 561 734 964 | 219| 9897 | 9,2
9,8 | 108} 05| 64| 40| 53] 76| 968 { 230 | 10038 | 9,3
9,4 | 106] 07| 69| 11| 55] 80| 973 | 244 | 12088 | 9,4
9,5 10,405 | 3,08 | 9,75 | 2,12 | 4,56 | 9,83 | 978 {2,251 | 43360 9.5
9,6 | 104| 40| 80| 43| 58| B6| 982 | 262 | 14765 | 9,6
9,7 | 103| 11| 85| 13| 59) 90| 987 § 272 16318 | 9,7
98 | 102| 13| 90| 14| o1 93 901 | 282 18034 | 9,8
90 | 101| 15| 95| 45| 63| 97 996 | 293 | 19930 | 9.9
10,0 (0,100 | 3,18 [10,00 | 2,15 | 4,64 (10,00 | 000 12,308 | 22026 10,0

La columna lg z contivne mantisas de los logaritmos decimales.
Para hallar logaritmos naturales de los mimeros mayores que 10 y menores

In{z-108) =In2+kIn 10.
Notemos que
In §0=2,303; In $02=4 605:
lgz=0,4343 lnz; Inz=22303 g~

12_nznxz para |z |<1.

1) ViFesit =+
b i—n

Np— i b2 b
2) Y d'+b=a (iTW_'-W'W) para IF <1




A NUESTROS LECTORES:

«Mir» edita libros goviéticos tradueidos al espa-
* fiol, inglés, francée, drabe y'otros idiomas: Entre ellos
figuran las mejores obras-de las distintds ramas de la
ciencia y la técnica: manualea para los centros de en-
spfianza superior y escuelas tecnolégicas; literatura
sobre cienciag naturales'y médicas., También se inclu-
'yen ‘monografias, libros de divilgacién cientifica y
ciencia-fiecién. !
. Dirijan sus opiniones a Ia Editorial«Mirs, 1 Rizh—
ski per., 2, 129820, Mosci, I-140, GSP, URSS.



MALTSEV A.

Fundamentos de &lgebra lineal

Los resultados obtenides por el eminente matemdtico soviético
Anatol Ivdnovich Méltsev han influido grandemente:-en el desarrollo
del 4lgebra moderna. El profesor Maltsev ademés de gran cientifico,
fue un destacado pedagogs'y formd un 'grupo considerable de cien-
tificos soviéticos. Durante -los. afios; que trabajé en los centros de
enseilanza superior preparé y dicté un gran nimero de curses en
diferentes ramas del &lgebra. El libro que ofrecemos al lector es el
resultado de la gran labor realizada por A. I. MéAltsev durante la
preparacién de los cursos de Algebra lineal, -
Su primera edicién en ruso tuvo una amplia acogida y se agotd répi-
damente. En los iltimos afios de su vida, el autor se propuso una
modificacién sustancial del libro,” pero‘no pude realizar sus planes
y sblo alcanzé a escribir tres capitulos. Los mafiuscritos correspon-
dientes fueron preparador para la publicac¢ion por un grupo de alum-
nos de A, I. Maltsev e incluidos en la segunda edicién (capitulo 1,2
y 8) en ruso. Los demds capitulos reproducen casi integramente el
texto de la edicién anterior. -
Entre los libros de élgebra lineal existentes, el de A. I, Maltsev se
destaca por su originalidad, la plenitud y claridad de la exposicién
y porque resalta constantemente la conexién que existe entre los
objetos que estudia el dlgebra lineal “(matrices, especios y formas
algebrdicas). En el iltimo capitulo se exponen los elementos de la
teoria de espacios afines multidimensionales, que ha pasado a acu-
par uno de los lugares centralés en una rama tan importante de las
matemé4ticas aplicadas como ‘ss la teoria de operaciones. El libro
es un manual para los estudiantes de especinlidades matématicas
de las universidades. Ademés resultard dtil para los ingenieros y
economistas que trabajan en diferentes ramas de la matematica
aplicada v que deseen profundizar sus conocimientos del Algebra
lineal.
La obra ze reedita a solicitud de los lectores extranjeros.



n el afio 1977 salen a la luz los siguientes libros
de la serie 'Lecciones populares de matemdticas’:

BARSOV A.
Qué es programacién lineal
BESKIN N.
Representacién de figuras espaciales
BOLTIANSKI V.
La envolvente
MM}KUSHEVIGH. A
Curvas maravillosas
Nimeros complejos y representaciones conformes
Funciones maravillosas

NATANSON 1.
Problemas elementales de maximo y minimo
Suma de cantidades infinitamente pequeiias

TRAITENBROT B.
Los algoritmos y la solucién automdtica de problemas

ROSENFELD B., SERGEEVA N.
Proyeccién estereogrifica

VENTSEL E.
Elementos de la teoria de los juegos

YAGLOM 1.
Algebra extraordinaria
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